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2 次元非静力学モデルの定式化

小高 正嗣, 杉山 耕一朗, 北守 太一

2004 年 7 月 25 日

要旨

Klemp and Wilhelmson (1978) と CReSS を基にして, 理想気体を仮定し
た乾燥大気に対する 2 次元準圧縮性方程式系の非静力学モデルの定式化を行
う. サブグリッドスケールの乱流拡散は Klemp and Wilhelmson (1978) の
1.5 次クロージャモデルを用いる.
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2 次元非静力学モデルの定式化 1 基礎方程式系 2

1 基礎方程式系

この節では理想気体を仮定した乾燥大気に対する 2 次元準圧縮系の基礎方程式
を導出する. 凝結物質を含まないことをのぞき, これらの方程式系は Klemp and

Wilhelmson (1978) と同様である.

1.1 変数の定義

モデルの独立変数は空間の変数 x, z と時間の変数 t である. モデルの予報変数は
これらの関数として定義される

u : 速度の x 成分
w : 速度の z 成分
Θ : 温位
Π : 無次元圧力関数

である.

無次元圧力関数 (エクスナー関数) π は圧力 p を用いて以下のように定義される.

Π ≡
(

p

p0

)Rd/cp

(1)

p0 は地表面での気圧である. 温位 Θ は

Θ ≡ T

(
p0

p

)Rd/cp

=
T

Π
(2)

で与えられる. ここで T は温度, cp は定圧比熱, Rd は乾燥空気の気体定数である.

teishiki.tex 2004 年 7 月 25 日 (小高, 杉山, 北守)
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1.2 基礎方程式

基礎方程式は, 基本場の静水圧の式, 運動方程式, 圧力方程式, 熱力学の式である.

基本場は水平一様な静止状態であるとし, 基本場の変数は上付きバー (̄ ) で表す.

静水圧の式 :
∂Π

∂z
= − g

cpθ
(3)

基本場の密度 ρ は理想気体の状態方程式から以下のように与えられる.

ρ =
p0

Rd

Π
cv/Rd

θ
(4)

運動方程式 :

dui

dt
= −cpθv

∂π

∂xi

+ δi3g
θ

θ
+ Dui

. (5)

ここで i = 1, 3 で u1 = u, u3 = w である. 左辺の時間微分は以下のように表さ
れる.

d

dt
=

∂

∂t
+ ui

∂

∂xi

. (6)

Dui
はサブグリッドスケールの乱流に伴う拡散項であり, 詳細は??節で述べる.

圧力方程式 :

∂π

∂t
+

c2

cpρθ
2

∂

∂xj

(
ρθvuj

)
= 0. (7)

ここで c は基本場の音速であり, 以下のように与えられる.

c2 =
cpRd

cv

Πθ. (8)

ここで cv は定積比熱である.

熱力学の式 :

dθ

dt
= Dθ. (9)

Dθ はサブグリッドスケールの乱流に伴う拡散項である.
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1.3 サブグリッドスケールの乱流拡散

運動方程式中の拡散項 :

Dui
= − ∂

∂xj

[
−Km

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+

2

3
δijE

]
. (10)

ここで Km は運動量に対する乱流拡散係数であり, E はサブグリッドスケールの
乱流運動エネルギー

E =
1

2
(u′′)2 + (w′′)2 (11)

である.

熱力学の式の拡散項 :

Dθ =
∂

∂xj

(
Kh

∂θ

∂xj

)
. (12)

ここで Kh は温位に対する乱流拡散係数である.

乱流運動エネルギーの式 :

dE

dt
= −g

θ
Kh

∂θe

∂z
+ 2Km

(
∂uj

∂xj

)2

+
1

2
|εijk|Km

(
∂uj

∂xi

+
∂ui

∂xj

)2

−3

2
δijE

(
∂uj

∂xj

)
+

∂

∂xj

(
Km

∂E

∂xj

)
−

(
Cε

l

)
E

3
2 . (13)

l は混合距離であり l = (∆x∆z)1/2 , Cε = 0.2 とする.

Km, Kh は E を用いて以下のように与えられる.

Km = CmE
1
2 l, (14)

Kh = 3Km. (15)

ここで Cε = Cm とする.
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A 基礎方程式系の導出

A.1 基本場と偏差の分離

変数を基本場とそこからの偏差に分ける. 基本場の変数は上付きバー (̄ ) で表し,

偏差を上付きプライム (′) で表す. ある変数 φ は以下のように分離される.

φ = φ + φ′. (A.1)

分離される変数は u, w, 温位 θ, 圧力 p または Π, 密度 ρである.

基本場は水平一様 (φ = φ(z)) で, 擾乱のない静止状態 (u = v = w = 0) であると
する. 基本場の無次元圧力関数と温位は, それぞれ,

Π =

(
p

p0

)Rd/cp

, (A.2)

θ =
T

Π
(A.3)

である. 基本場の密度 ρ は状態方程式から

ρ =
p0

Rd

Π
cv/Rd

θ
(A.4)

と与えられる. ここで cv は定積比熱である.

以下では Π′ = π とし, 記述を簡便にするためその他の変数の偏差量に付く上付き
プライム (′) は省略する.
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A.2 運動方程式

ここではエクスナー関数を用いた運動方程式の導出と, 水平一様静止基本場とそこ
から偏差との分離を行う.

エクスナー関数の導入

運動方程式は

dui

dt
= −1

ρ

∂p

∂xi

− δi3g + Dui
(A.5)

である. 圧力勾配項を エクスナー関数を用いて書き直すと,

dui

dt
= − cpp

ρRdΠ

∂Π

∂xi

− δi3g + Dui
(A.6)

ここで, 状態方程式

p = ρRdΠθ (A.7)

を用いてさらに書き直すと,

dui

dt
= −cpθ

∂Π

∂xi

− δi3g + Dui
(A.8)

を得る.

基本場と偏差の分離

運動方程式を水平一様静止基本場の式とそこからの偏差の式 (擾乱場の式) に分離
する. 基本場の方程式は静水圧の式

∂Π

∂z
= − g

cpθ
(A.9)

である.

擾乱場の水平方向の運動方程式 (i = 1) は

du

dt
= −cp

(
θ + θ′

) ∂
(
Π + π

)

∂x
+ Du

' −cp

(
θv

∂Π

∂x
+ θv

∂π

∂x
+ θ′v

∂Π

∂x

)
+ Du (A.10)
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となる. 擾乱場の鉛直方向の運動方程式 (i = 3)は

dw

dt
= −cp

(
θ + θ′

) ∂
(
Π + π

)

∂z
− g + Dw

' −cp

(
θv

∂Π

∂z
+ θv

∂π

∂z
+ θ′v

∂Π

∂z

)
− g + Du (A.11)

となる. それぞれの式で圧力勾配項における 2 次量は小さいと仮定し無視する.

基本場は水平一様であることと, 鉛直方向の運動方程式から静水圧の式を差し引く
ことにより, 以下の擾乱場の運動方程式を得る.

du

dt
= −cpθv

∂π

∂x
+ Du, (A.12)

dw

dt
= −cpθv

∂π

∂z
+ g

θ

θ
+ Dw. (A.13)

まとめて表すと,

dui

dt
= −cpθv

∂π

∂xi

+ δi3g
θ

θ
+ Dui

(A.14)

となる.
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A.3 圧力方程式

圧力方程式の導出

圧力方程式は, 連続の式

dρ

dt
+ ρ

∂uj

∂xj

= 0 (A.15)

とエクスナー関数で表した状態方程式

Π =

(
Rd

p0

ρθv

)Rd/cv

(A.16)

から導出する.

状態方程式 (A.16)を t で微分する:

dΠ

dt
=

(
Rd

p0

)Rd/cv
{

Rd

cv

θRd/cvρRd/cv−1dρ

dt
+

Rd

cv

ρRd/cvθRd/cv−1dθ

dt

}

=
Rd

cv

(
Rd

p0

ρθ

)Rd/cv
{

1

ρ

dρ

dt
+

1

θ

dθ

dt

}

=
Rd

cv

Π

{
1

ρ

dρ

dt
+

1

θ

dθ

dt

}
. (A.17)

連続の式 (A.15)を右辺に代入すると,

dΠ

dt
=

Rd

cv

Π

{
−∂uj

∂xj

+
1

θ

dθ

dt

}
(A.18)

を得る.

圧力偏差の方程式

エクスナー関数を水平一様基本場 Π とそこからの偏差 π に分離し, π の方程式を
求める.

∂π

∂t
+ uj

∂π

∂xj

+ w
∂Π

∂z
= −Rd

cv

Π
∂uj

∂xj

− Rd

cv

π
∂uj

∂xj

+
Rd

cv

Π

θ + θ

d(θ + θ)

dt
. (A.19)

音速

c2 =
cpRd

cv

Π(θ + θ), (A.20)

c2 =
cpRd

cv

Πθ (A.21)
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を用いて書き直すと,

∂π

∂t
+

c2

cpθ

∂uj

∂xj

+ w
∂Π

∂z
= −uj

∂π

∂xj

+
Rd

cv

π
∂uj

∂xj

+
c2

cp(θ + θ)2

d(θ + θ)

dt
.(A.22)

ここで状態方程式 (A.16)を用いて左辺第 3 項を変形する.

w
∂Π

∂z
= w

(
Rd

p0

)Rd/cv ∂
(
ρθ

)Rd/cv

∂z

= w

(
Rd

p0

)Rd/cv Rd

cv

(
ρθ

)Rd/cv−1 ∂ρθ

∂z

= w
Rd

cv

Π
1

ρθ

∂
(
ρθv

)

∂z

=
c2

cpρθ
2

v

w
∂

(
ρθv

)

∂z

=
c2

cpρθ
2uj

∂
(
ρθ

)

∂xj

.

また, 左辺第 2 項は

c2

cpθ

∂uj

∂xj

=
c2

cpρθ
2ρθ

∂uj

∂xj

と書き換えることができる. 左辺第 2, 3 項をまとめると圧力方程式は以下のよう
に表される.

∂π

∂t
+

c2

cpρθ
2

∂

∂xj

(
ρθuj

)
= fπ (A.23)

fπ = −uj
∂π

∂xj

+
Rdπ

cv

∂uj

∂xj

+
c2

cp(θ + θ)2

d(θ + θ)

dt
. (A.24)

Klemp and Wilhelmson (1978) にしたがい, 本モデルでは fπ = 0 とする. これは
線形化を行い, 非断熱項 ((A.24)右辺第 3 項)を無視することを意味する.
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B 乱流パラメタリゼーション

B.1 レイノルズ応力方程式
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B.2 サブグリッドスケールの方程式

サブグリッドスケールの運動エネルギーの方程式に関して, Klemp and Wilhelmson

(1978) 中の式 (2.21) から (3.12) の導出を行った. (2.21) から導出した式と比べる
と, (3.21) には足りない項が 2 つあった.

ここではサブグリッドスケールの運動エネルギーの方程式を書き下す. 座標系は直
交直線座標系である.

Klemp and Wilhelmson (1978) の式 (2.21):

dE

dt
= gw

(
θ′

θ̄
+ 0.61q′v − q′c

)
− u′iu

′
j

∂ui

∂xj

+
∂

∂xj

(
Km

∂E

∂xj

)
− Cε

l
E

3
2 . (B.1)

Cε, l は定数である.

ここで

w

(
θ′

θ̄
+ 0.61q′v − q′c

)
= −AKh

∂θe

∂z
+ Kh

∂ql

∂z
, (B.2)

u′iu
′
j = −Km

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+

2

3
δijE, (B.3)

Km = CmlE
1
2 . (B.4)

ただし

ql = qv + qc, (B.5)

A =
1

θ̄





1 +
1.61εLqv

RdT

1 +
εL2qv

cpRdT 2





, (B.6)

Kh = 3Km. (B.7)

Klemp and Wilhelmson (1978) の式 (3.12):

δ2tKm = −1

3
ux (4δ2xKm − δ4xKm)− 1

3
uy (4δ2yKm − δ4yKm)

wδzKm
z
+

C2
ml2

2Km

(B + S)

+
1

2

(
δxxK

2
m + δyyK

2
m + δzzK

2
m

)
− CεK

2
m

2Cml2
. (B.8)
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ただし,

B = −gAKhδ2zθe + gKhδ2zql, (B.9)

S = −u′iu
′
j

∂ui

∂uj

= Km

{
2

[
(δxu)2 + (δyv)2 + (δzw)2

]

+
(
δxv + δyw

)2
+

(
δxw + δzu

)2
+

(
δyw + δzv

)2
}

. (B.10)

式 (B.10)の右辺の {} 内第 3 項は誤植かもしれない.
(
δxv + δyu

)2
であると思わ

れる. 式 (3.12) は 4 次精度で離散化された後の式である. δ2t などの意味は以下の
ようである. ξ をある独立変数, φ をある従属変数とし, n∆ξ はある独立変数の間
隔とすると,

δnξφ(ξ) =
1

n∆ξ

[
φ

(
ξ +

n∆ξ

2

)
− φ

(
ξ − n∆ξ

2

)]
, (B.11)

φ (ξ)
nξ

=
1

2

[
φ

(
ξ +

n∆ξ

2

)
− φ

(
ξ − n∆ξ

2

)]
. (B.12)

(B.2)と (B.3)を用いて (B.1)を書き直すと,

∂E

∂t
= −

(
u
∂E

∂x
+ v

∂E

∂y
+ w

∂E

∂z

)

+

(
−gAKh

∂θe

∂z
+ gKh

∂ql

∂z

)

−
{
−Km

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+

2

3
δijE

}
∂ui

∂xj

+
∂

∂xj

(
Km

∂E

∂xj

)
− Cε

l
E

3
2 . (B.13)
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右辺第 3 項, 第 4 項を書き下すと, それぞれ,

−
{
−Km

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+

2

3
δijE

}
∂ui

∂xj

= Km

{
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
∂u

∂y
+

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)
∂u

∂z

+

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
∂v

∂x
+ 2

(
∂v

∂y

)2

+

(
∂v

∂z
+

∂w

∂y

)
∂v

∂z

+

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)
∂w

∂x
+

(
∂w

∂y
+

∂v

∂z

)
∂w

∂y
+ 2

(
∂w

∂z

)2

− 2K2
m

3C2
ml2

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)}

= 2Km

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2

+

(
∂w

∂z

)2}

+Km

{(
∂u

∂y

)2

+
∂v

∂x

∂u

∂y
+

(
∂u

∂z

)2

+
∂w

∂x

∂u

∂z

+

(
∂v

∂x

)2

+
∂u

∂y

∂v

∂x
+

(
∂v

∂z

)2

+
∂w

∂y

∂v

∂z

+

(
∂w

∂x

)2

+
∂u

∂z

∂w

∂x
+

(
∂w

∂y

)2

+
∂v

∂z

∂w

∂y

}

− 2K2
m

3C2
ml2

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)

= 2Km

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2

+

(
∂w

∂z

)2}

+Km
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(B.14)
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∂x

)
+

∂

∂y

(
Km

∂K2
m

∂y

)

+
∂

∂z

(
Km

∂K2
m

∂z

)}

=
1

C2
ml2

{
Km

∂2K2
m

∂x2
+

∂Km

∂x

∂K2
m
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∂x

)2

+

(
∂Km

∂y

)2

+

(
∂Km
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したがって, E =
(

Km

Cml

)2
, Kh = 3Km より

∂Km

∂t
= −

(
u
∂Km

∂x
+ v

∂Km

∂y
+ w

∂Km

∂z

)
+

3gC2
ml2

2
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∂θe
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+

∂ql

∂z

)
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ml2

{(
∂u

∂x
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(
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∂y
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(
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∂z
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+
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ml2

2

{(
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∂x
+
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∂y

)2

+

(
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+
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∂z

)2

+

(
∂w

∂y
+
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∂z

)2}

−Km

3
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+
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∂z
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+
1

2

(
∂2K2

m
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∂y2
+
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(
∂Km
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∂z
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m. (B.16)
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(B.16)と (B.8)とを比べると, (B.8)中には上 (B.16)の右辺第 4 項

−Km

3

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)
(B.17)

と第 6 項
(

∂Km

∂x

)2

+

(
∂Km

∂y

)2

+

(
∂Km

∂z

)2

(B.18)

がない. 準圧縮系を考えているので, 第 4 項は 0 になる. 第 6 項がないのは不明で
ある. ()2 なので微小項と考えるのだろうか. 消去する理由が分からないので, 第 6

項は残す.

よって, 直交直線座標系におけるサブグリッドスケールの運動エネルギーの方程式
を E に関する式に書き換えると,

∂E

∂t
= −

(
u
∂E

∂x
+ v

∂E

∂y
+ w

∂E

∂z

)
+ 3gCmlE1/2
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∂θe

∂z
+

∂ql

∂z

)

+2CmlE1/2
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∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2

+

(
∂w

∂z

)2}

+CmlE1/2

{(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)2

+

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)2

+

(
∂w

∂y
+

∂v

∂z

)2}

+2CmlE1/2


1

2

(
∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
+

∂2E

∂z2

)
+

(
∂E1/2

∂x

)2

+

(
∂E1/2

∂y

)2

+

(
∂E1/2

∂z

)2



−Cε

l
E3/2 (B.19)

となる. この式は Deardorff (1975), Mellor and Yamada (1974), Schemm and Lipps

(1976) などで用いられているものと同じ方程式である.
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C 変数リスト

Cε : 乱流拡散係数のための定数
Cm : 乱流拡散係数のための定数
c : 音波
c̄ : 基本場の音波
cp : 定圧比熱
cv : 定積比熱
Dui

: xi 成分の運動方程式におけるサブグリッドスケールの乱流拡散項
Dθ : 熱力学の式におけるサブグリッドスケールの乱流拡散項
E : サブグリッドスケールの運動エネルギー
f : コリオリパラメータ
g : 重力加速度
Kh : 熱に対する乱流拡散係数
Km : 運動量に対する乱流拡散係数
l : 混合距離
p : 圧力
p : 基本場の圧力
p0 : 地表面での基準圧力
Π : エクスナー関数
Π : 基本場のエクスナー関数
π : エクスナー関数の偏差
Rd : 乾燥空気の気体定数
ρ : 基本場の密度
ρ0 : 地表面での密度
t : 時間座標
T : 基本場の温度
θ : 基本場の温位
θ : 温位偏差
ui : 速度, i = 1, 3 (u1, u3) = (u,w)

xi : 空間 z座標, i = 1, 3 (x1, x3) = (x, z)
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