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要旨

本論文では, 自由大気が動径方向に滑らかに変化する軸対称な円形流の場合の, 非

線形エクマンパンピングによる惑星境界層の鉛直速度の水平分布を数値的に求め

た. 境界層の下端の境界条件には, 粘着境界条件とすべり境界条件を与えた場合を

考察する. 非線形項の大きさを表す無次元パラメータであるロスビー数は, 5から

10程度の大きさをもつ現象を対象として研究を行った. 粘着条件を与えた場合に

は, ロスビー数が大きくなるごとに, 中心軸付近の鉛直速度は減少していく. この

鉛直速度の減少は中心軸付近でのみ起こる. ロスビー数に 2以上の大きな値を与

えると, パンピングは中心軸付近で極小となり, 中心から少し離れた所で最大値を

取るような分布となった. すべり境界条件を与えた場合には, 鉛直速度の水平分布

は, 中心軸付近でずっと小さくなり, 中心軸から少し離れた点で最大値をとるよう

な分布が得られた. この結果から, 台風の目の形成に関する含意を指摘する.
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第1章 はじめに

　 Ekman(1905)が提唱して以来, エクマンパンピングは地球流体力学において良

く知られた概念となっている. これは,惑星境界層の内部で摩擦による水平収束 (発

散)が生じ, 質量の保存によって, 境界層上端で鉛直速度が生まれるというもので

ある. 彼は, 境界層内部での摩擦力とコリオリ力と気圧傾度力とのバランスを仮定

した. エクマンパンピングによって生じる境界層上端での鉛直速度は, パンピング

速度と呼ばれ, 定常状態において, 薄い惑星境界層の厚み δ∗, 境界層の直上の自由

大気の渦度 ζ∗を用いて,

w∗ ∝ δ∗ζ∗ (1.0.1)

と表される. (1.0.1)は, 渦度が正となる低気圧性渦では, パンピング速度が上昇流,

渦度が負となる高気圧性渦では,パンピング速度は下降流となる事を意味している.

エクマンの仮定した, 摩擦力, 気圧傾度力, コリオリ力のバランスは, ロスビー数

が 0,もしくは小さな値のときに成り立つ. エクマンパンピングを有限のロスビー数

の場合に拡張するという試みに対して,多くの努力 (例えば, Wu and Blumen(1982),

Denbo and Allen(1983), Hart(1995)などの仕事がある)がなされてきた. ロスビー

数が 0, もしくは小さな値のとき, 境界層の運動方程式は線形である. 一方, ロス

ビー数が有限の場合, 境界層の運動方程式は, 移流項の存在のために, 非線形方程式

となる. それゆえ, 古典的な, Ekman(1905)によるエクマンパンピングを線形エク

マンパンピング, 非線形方程式の解としてのエクマンパンピングを非線形エクマン

パンピングと呼ぶ. この非線形エクマンパンピングを得るための方法として, ロス

ビー数による摂動展開を用いる方法や, 数値計算に頼る方法がある. Bannon(1998)

は自由大気中の流れが, 空間一次元のみに依存し, そのシアーが一定, すなわち自

由大気の渦度が一様である場合の非線形エクマンパンピングを, 数値計算によって

求めた. この自由大気の渦度が一様であるという仮定はパンピング速度から水平方

向の依存性を分離する事ができ, 複雑な非線形方程式をかなり単純にする事ができ
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る. この仮定のもとで, Ishida and Iwayama(2006)は数値計算を用いて非線形エク

マンパンピングを求めている. さらに彼らは, ロスビー数による摂動展開を用いて,

解析的に研究を進め, 境界層の運動方程式における各非線形項のエクマンパンピン

グに対する寄与について詳細に調べた. 一方, Hart(2000)は渦度一様という仮定を

取り入れずに, すなわち, 自由大気が非一様の渦度を持つ場合に, ロスビー数の摂

動展開を用いて, 解析的に非線形エクマンパンピングの公式を求めた. この公式は

線形エクマンパンピングに非線形項による補正が加わるという形をしている. 彼

は, 自由大気が, 滑らかに変化する直線流 V (x)の場合と円形流 V (r)の場合の, 二

つの場合について計算を行った. このとき彼は, MAPLEを用いて, 直線流の場合

は ε4オーダーまで, 円形流の場合は ε3オーダーまで, 解析的に計算を行っている.

非線形エクマンパンピングの計算には物理的な関心がある. それは, エクマンパ

ンピングの非線形補正が台風の目の形成に寄与しているのではないかという議論が

あるためである. 例えば, 一般的な台風の教科書である, 山岬正紀著「台風」(1982

初版, 東京堂出版)の第二章では, 目の形成の原因として, 絶対角運動量の保存と,

遠心力, 気圧傾度力を用いて説明している. これはすなわち, 摩擦によって中心に

向かって収束してきた流体は, 摩擦によって絶対角運動量を失うとしても, 依然と

して強い接線風速 Vθを持つ. 遠心力は, V 2
θ /rという形をしているため, 接線風速

Vθ が特に弱まらないかぎり, 半径 rに反比例して, 中心付近に近づくほど強まる.

一方, 気圧傾度力も中心に近づくにつれて増大していくが, 実際の観測から, 気圧

傾度力の勾配は遠心力の勾配に比べてゆるやかである. したがって, 中心に向かっ

て収束してきた流体は, 中心軸からある程度離れたところで上昇してしまい, その

結果として目の壁雲が形成されるという説明である. また第六章では, 摩擦収束に

ついてもう少し詳しい考察のもとに, “目の形成の原因は摩擦収束の最大が中心か

ら少し離れた所に集中することに求められる”と記述されている. 接線風速が最大

となる位置で摩擦収束が最大であり, 観測事実から目の壁雲のできる位置と接線風

速が最大となる位置とが良い対応を示すことから, 摩擦収束の水平分布が目の形成

に関与し, その最大となる所に目の壁雲が形成されると結論付けている.

ところで, エクマンパンピングの非線形補正の性質には, 高気圧性渦では下降流

である線形エクマンパンピングの大きさを増大させ, 低気圧性渦では上昇流を減少

させるという非対称性があることが知られている. この上昇流を減少させるとい

う働きが, 低気圧性循環をもった強い円形渦とみなせる台風の, 特にロスビー数が
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大きくなってしまう中心軸付近で強く働き, パンピング速度の最大値を中心から離

れた所に作ることで, 目が形成されるのではないかということも考えられる. もち

ろん, 台風の目の形成に, 潜熱の解放が大きく寄与していることは疑いようの無い

ことではあるが, 非線形エクマンパンピングが台風の目の形成に寄与しているかど

うかを調べることは興味深いことである.

非線形エクマンパンピングと台風の目の形成に関連する研究として, Eliassen(1971)

や,先ほど挙げたHart(2000)などがある. Eliassen(1971)は,軸対称な円形渦によっ

て駆動されるエクマンパンピングを研究した. 彼の研究は線形論の範囲内での研究

であるが, 下端の境界条件に, 粘着境界条件とすべり境界条件という二種類の境界

条件を課した事が特筆される. 粘着境界条件を下端境界に課した場合は, 層流的な

エクマン層を想定しており, 下端にすべり境界条件を課した場合は乱流的なエクマ

ン層を考えている. 彼は, エクマン層の下端に粘着境界条件を課した場合には, パ

ンピング速度は中心付近で一定となるのに対して, すべり境界条件を課した場合に

は, パンピング速度は中心付近で半径に比例する, すなわち, 中心軸上ではパンピ

ング速度は 0となるという結果を得た. このことから, 下端にすべり境界条件を課

した場合のエクマンパンピングが, 台風の目の壁雲のできる位置, すなわち, 上昇

流の位置を決定しているのではないかと結論付けている. したがって, 線形論にお

いても下端の境界条件によっては, エクマンパンピングが台風の目の形成に関与し

ていると言うことを Eliassenは示唆している.

ところが, Hart(2000)で示される非線形エクマンパンピングの摂動解は, エクマ

ン層下端に粘着境界条件を用いた場合の解であるが, 接線風速が中心軸から離れた

所に最大値をもつような自由大気の速度場を選んでも, 非線形エクマンパンピング

は中心軸で最大となる事を示している. したがってHartは非線形エクマンパンピ

ングは台風の目の形成に寄与しないと結論付けている.

しかし, このHart(2000)にはいくつかの問題点があると考えている. 第一に, ロ

スビー数の摂動展開を用いていることに対してである. 摂動展開という方法は, 一

般に展開パラメータが小さいときに有効である. 小さなロスビー数の場合には, 摂

動展開を用いることは有効な方法であるが, 台風のような強い渦を視野に入れて研

究する場合には, ロスビー数が大きい現象であるため, この方法は上手くないので

はないだろうか. またHart(2000)では, どの程度までのロスビー数に対して, 展開
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が有効であるのかが示されていない. 第二にそもそもの計算の正当性に関する点で

ある. 彼は, MAPLEを用いて非線形エクマンパンピングの公式を求めたが, この

公式が正しく計算されて得られたものかどうか, 検証がない. 彼の示した公式には

明らかな誤りがあることが確認される. 第三に, Hart(2000)では, 下端の境界条件

に粘着条件のみしか用いておらず, Eliassenの主張のように, すべり境界条件の場

合の議論が無い. したがって, Hartの結果のみから, 台風の目の形成にエクマンパ

ンピングが寄与しているかどうかについて結論を出すのは早計であると思われる.

そこで, 本論文では, 軸対称の円形流によって駆動される非線形エクマンパンピ

ングを数値的に調べ, 非線形エクマンパンピングが台風の目の形成に関与するかど

うか, 考察を行った. また, Hart(2000)の検証を行うために, 空間の一方向のみに

依存する直線流によって駆動されるエクマンパンピングについても計算を行った

結果を示す. 自由大気中の基本場は, 空間一方向にのみ依存して滑らかに変化する

風速場を与えて, 非線形エクマンパンピングの数値計算を行った. 下端の境界条件

には, 粘着条件を与えた層流エクマン層の場合と, すべり境界条件を与えた乱流エ

クマン層の場合とを考慮する.

本論文は以下のように構成される. 第 2章にて, 直線流の場合と円形流の場合そ

れぞれについて, 定式化を行う. 第 3章にて, Eliassen(1971)とHart(2000)に関す

るレビューを行う. 第 4章にて, 円形流の場合の数値計算結果を紹介し, 第 5章に

て結論を述べる.
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第2章 定式化

2.1 直線流の場合

　まず, 直線的な風速を持つ自由大気のもとでのエクマン境界層を考える. ここ

での自由大気は, y方向の速度 V ∗のみを持ち, V ∗は xのみに依存する状況を考え

る. この自由大気の状況を図 2.1に示した.

図 2.1: 自由大気中での風速の状況. ここでは風速は y方向にのみ存在し, x方向に
のみ依存して変化する状況の自由大気の下のエクマン境界層を考える.

y方向の速度 V ∗(x)のみを持つ自由大気のもとでのエクマン境界層を支配する
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無次元方程式は次のようになる:

∂2u

∂s2
+ 2v = 2ε

(
u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂s

)
, (2.1.1)

∂2v

∂s2
− 2u = 2ε

{
u
∂(V + v)

∂x
+ w

∂v

∂s

}
, (2.1.2)

w = −
∫ s

0

(
∂u

∂x

)
ds. (2.1.3)

まず, これらの方程式を導出する. (2.1.1), (2.1.2)はナビエ–ストークス方程式

(以下, NS方程式と略記する)から, (2.1.3)は連続の式から得られる. ここで x, y

方向のＮＳ方程式および, 連続の式は以下で与えられる:

∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗
+ w∗∂u∗

∂z∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂x∗
+ 2Ωv∗ + ν∇2u∗, (2.1.4)

∂v∗

∂t∗
+ u∗

∂v∗

∂x∗
+ v∗

∂v∗

∂y∗
+ w∗∂v∗

∂z∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂y∗
− 2Ωu∗ + ν∇2v∗, (2.1.5)

∂u∗

∂x∗
+

∂v∗

∂y∗
+

∂w∗

∂z∗
= 0. (2.1.6)

設定する仮定は以下の通りである.

1. 密度一様の流体.

2. 定常状態.

3. y方向には一様場.

4. 自由大気と境界層 (以下, B.L. と略紀する. )内の圧力勾配は等しい.

5. 自由大気では, 地衡風平衡が成り立つ. つまり, − 1

ρ∗
∂p∗

∂x∗
= −2ΩV ∗ .

6. B.L. 内では鉛直シアーが水平シアーに比べて十分大きい.

7. B.L. 内での風速は自由大気での風速 (以下, 基本流と呼ぶことにする)とそこ

からのずれの和と表現する.

式 (2.1.4), (2.1.5)について, 仮定 1より, 密度 ρ∗は定数として扱う. 仮定 2より,
∂u∗

∂t∗
,
∂v∗

∂t∗
を落とす. 仮定 3より,

∂u∗

∂y∗
,
∂v∗

∂y∗
,

∂p∗

∂y∗
を落とす. 仮定 4, 5より, − 1

ρ∗
∂p∗

∂x∗

を−2ΩV ∗とする. さらに仮定 6より, ν∇2u∗ = ν
∂2u∗

∂z∗2
, ν∇2v∗ = ν

∂2v∗

∂z∗2
として次式

を得る:

u∗
∂u∗

∂x∗
+ w∗∂u∗

∂z∗
= −2ΩV ∗ + 2Ωv∗ + ν

∂2u∗

∂z∗2
,

u
∂v∗

∂x∗
+ w∗∂v∗

∂z∗
= −2Ωu∗ + ν

∂2v∗

∂z∗2
.
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これらの式に, 仮定 7より, u∗ = 0 + u′, v∗ = V ∗(x) + v′, w∗ = 0 + w′ として, 式

(2.1.4), (2.1.5)はそれぞれ,

u′
∂u′

∂x∗
+ w′ ∂u′

∂z∗
= −2ΩV ∗ + 2Ω(V ∗ + v′) + ν

∂2u′

∂z∗2
,

= 2Ωv′ + ν
∂2u′

∂z∗2
, (2.1.7)

u′
∂(V ∗ + v′)

∂x∗
+ w′∂(V ∗ + v′)

∂z
= −2Ωu′ + ν

∂2(V ∗ + v′)
∂z∗2

,

u′
∂(V ∗ + v′)

∂x∗
+ w′ ∂v′

∂z∗
= −2Ωu′ + ν

∂2v′

∂z∗2
(2.1.8)

となる. さらに連続の式 (2.1.6)は仮定 3,7より,

∂w′

∂z∗
= − ∂u′

∂x∗
− ∂v′

∂y∗

= − ∂u′

∂x∗
. (2.1.9)

方程式 (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9)を, 代表的な水平方向の速さU , 代表的な水平方向

の長さL, 代表的な鉛直方向の速さW , 代表的な鉛直方向の長さとしてエクマン層

の厚み δを用いて, u′ = Uu, v′ = Uv, x∗ = Lx, w′ = Ww, z∗ = δs とすることで

無次元化を行う. ここで, 鉛直方向の座標 s = z∗/δは拡大座標と呼ばれる. δは十

分小さく, sが有限の値をとる間は, 境界層内部である. つまり, s → ∞は境界層
上端を指す. 式 (2.1.9)は,

W

δ

∂w

∂s
= −U

L

∂u

∂x
,

∂w

∂s
= − δU

LW

∂u

∂x
. (2.1.10)

ここで, (δU)/(LW ) = 1となるようにW を決めておく. すなわち,

W =
δU

L
. (2.1.11)

このとき式 (2.1.10)は,

∂w

∂s
= −∂u

∂x
,

w = −
∫ s

0

(
∂u

∂x

)
ds
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となり, 式 (2.1.3)が導出された. 式 (2.1.7)を無次元化すると,

U2

L
u
∂u

∂x
+

WU

δ
w

∂u

∂s
= ΩU(2v) +

νU

δ2

∂2u

∂s2

となる. この式をΩU で割り, (2.1.11)を代入すると

U

ΩL
u
∂u

∂x
+

δU

ΩLδ
w

∂u

∂s
= 2v +

ν

δ2Ω

∂2u

∂s2
,

U

ΩL

(
u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂s

)
= 2v +

ν

δ2Ω

∂2u

∂s2
. (2.1.12)

ここで, ν/δ2Ω = 1となるように δを決めておく. すなわち,

δ =

√
ν

Ω
. (2.1.13)

式 (2.1.12)は最終的に,

2ε

(
u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂s

)
= 2v +

∂2u

∂s2
.

ここで,

ε =
U

2ΩL
(2.1.14)

はロスビー数であり, 式 (2.1.1)が導出された. また, 式 (2.1.8)についても同様に

して,

U2

L
u
∂(V + v)

∂x
+

WU

δ
w

∂v

∂s
= ΩU(−2u) +

νU

δ2

∂2v

∂s2
,

U

ΩL
u
∂(V + v)

∂x
+

δU

LΩδ
w

∂v

∂s
= −2u +

ν

δ2Ω

∂2v

∂s2
,

U

ΩL
u
∂(V + v)

∂x
+

U

ΩL
w

∂v

∂s
= −2u +

∂2v

∂s2
,

2ε

{
u
∂(V + v)

∂x
+ w

∂v

∂s

}
= −2u +

∂2v

∂s2

となり, 式 (2.1.2)が導出された.

2.2 円形流の場合

　つづいて, 自由大気が円形流の場合の場合に, その下のエクマン境界層を考え

る. 座標系は, 図 2.2に示すような, 円筒座標系を用いる. ここでの自由大気は, 接
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図 2.2: 円筒座標系.

図 2.3: 自由大気中での風速の状況
を z軸正の側から見た図. ここでは
風速は接線方向にのみ存在し, 動径
方向にのみ依存して変化する状況の
自由大気の下のエクマン境界層を考
える.

線方向の速度 V ∗のみを持ち, V ∗は動径方向にのみ依存する状況を考える. この自

由大気の状況を図 2.3に示した.

接線方向の速度 V (r)∗のみを持つ自由大気のもとでのエクマン境界層を支配す

る無次元方程式は次のようになる:

∂2u

∂s2
+ 2v = 2ε

(
u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂s
− 2V v + v2

r

)
, (2.2.1)

∂2v

∂s2
− 2u = 2ε

{
u
∂(V + v)

∂r
+ w

∂v

∂s
+

u(V + v)

r

}
, (2.2.2)

w = −
∫ s

0

(
∂u

∂r
+

u

r

)
ds. (2.2.3)

(2.2.1), (2.2.2)は円筒座標系のNS方程式から, (2.2.3)は円筒座標系の連続の式

から導出する. 円筒座標系における r, θ方向のNS方程式および, 連続の式は以下

で与えられる:

∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂r∗
+

v∗

r∗
∂u∗

∂θ∗
+ w∗∂u∗

∂z∗
− v∗2

r∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂r∗
+ 2Ωv∗ + ν∇2u∗, (2.2.4)

∂v∗

∂t∗
+ u∗

∂v∗

∂r∗
+

v∗

r∗
∂v∗

∂θ∗
+ w∗∂v∗

∂z∗
+

u∗v∗

r∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂θ∗
− 2Ωu∗ + ν∇2v∗, (2.2.5)

∂u∗

∂r∗
+

1

r∗
∂v∗

∂θ∗
+

∂w∗

∂z∗
+

u∗

r∗
= 0. (2.2.6)
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用いる仮定は以下の通り

1. 密度一様の流体.

2. 定常状態.

3. 回転軸対象 (θ方向には一様場).

4. 自由大気とB.L. 内の圧力勾配は等しい.

5. 自由大気では傾度風平衡が成立している. すなわち, − 1

ρ∗
∂p∗

∂r∗
= −2ΩV ∗ − V (r)∗2

r∗
.

6. B.L. 内では鉛直シアーが水平シアーに比べて十分大きいとする.

7. B.L. 内での風速は基本流と, それからのずれの和と表現する.

式 (2.2.4), (2.2.5)について, 仮定 1より, 密度 ρ∗を定数として扱う. 仮定 2より,
∂u∗

∂t∗
,
∂v∗

∂t∗
を落とす. 仮定 3より,

∂u∗

∂θ∗
,
∂v∗

∂θ∗
,
∂p∗

∂θ∗
を落とす. 仮定 4, 5より, − 1

ρ∗
∂p∗

∂r∗

を, −2ΩV ∗ − V ∗2

r∗
とする. さらに, 仮定 6より, ν∇2u∗ = ν

∂2u∗

∂z∗2
, ν∇2v∗ = ν

∂2v∗

∂z∗2
として次式を得る:

u∗
∂u∗

∂r∗
+ w∗∂u∗

∂z∗
− v∗2

r∗
=− 2ΩV ∗ − V ∗2

r∗
+ 2Ωv∗ + ν

∂2u∗

∂z∗2
,

u∗
∂v∗

∂r∗
+ w∗∂v∗

∂z∗
+

u∗v∗

r∗
=− 2Ωu∗ + ν

∂2v∗

∂z∗2

これらの式に仮定7より, u∗ = 0+u′, v∗ = V ∗+v′, w∗ = 0+w′として,式 (2.2.4)は,

u′
∂u′

∂r∗
+ w′ ∂u′

∂z∗
− (V ∗ + v′)2

r∗
= −2ΩV ∗ − V ∗2

r∗
+ 2Ω(V ∗ + v′) + ν

∂2u′

∂z∗2
,

u′
∂u′

∂r∗
+ w′ ∂u′

∂z∗
− 2v′V ∗ + v′2

r∗
= 2Ωv′ + ν

∂2u′

∂z∗2
. (2.2.7)

同様に, (2.2.5)は,

u′
∂(V ∗ + v′)

∂r∗
+ w′ ∂v′

∂z∗
+

u′(V ∗ + v′)
r∗

= −2Ωu′ + ν
∂2v′

∂z∗2
. (2.2.8)

さらに連続の式は仮定 3, 7より,

∂w′

∂z∗
= −∂u′

∂r∗
− ∂v′

∂θ∗
− u∗

r∗
,

∂w′

∂z∗
= −∂u′

∂r∗
− u′

r∗
. (2.2.9)

式 (2.2.7), (2.2.8), (2.2.9)を代表的な水平方向の速さ U , 代表的な水平方向の長

さ L, 代表的な鉛直方向の速さW , 代表的な鉛直方向の長さ δを用いて u′ = Uu,
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v′ = Uv, V ∗ = UV , r∗ = Lr, w∗ = Ww, z∗ = δsとすることで無次元化を行う. 式

(2.2.9)は,

W

δ

∂w

∂s
=

U

L

(
−∂u

∂r
− u

r

)
,

∂w

∂s
= − δU

LW

(
∂u

∂r
+

u

r

)
. (2.2.10)

ここで, (δU)/(LW ) = 1となるようにW を決めておく. すなわち,

W =
δU

L
. (2.2.11)

このとき式 (2.2.10)は,

∂w

∂s
= −

(
∂u

∂r
+

u

r

)
,

w = −
∫ s

0

(
∂u

∂r
+

u

r

)
ds

となり, 式 (2.2.3)が導出された. 式 (2.2.7)を無次元化すると,

U2

L
u
∂u

∂r
+

WU

δ
w

∂u

∂s
+

U2

L

(
−2vV + v2

r

)
= UΩ2v +

Uν

δ2

∂2u

∂s2

となる. この式をΩU で割り, (2.2.11)を代入すると,

U

ΩL
u
∂u

∂r
+

δU

LδΩ
w

∂u

∂s
+

U

ΩL

(
−2vV + v2

r

)
= 2v +

ν

δ2Ω

∂2u

∂s2
,

U

ΩL

(
u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂s
− 2vV + v2

r

)
= 2v +

ν

δ2Ω

∂2u

∂s2
, (2.2.12)

ここで, ν/δ2Ω = 1となるように δを決める. すなわち,

δ =

√
Ω

ν
. (2.2.13)

このとき式 (2.2.12)は最終的に,

2ε

(
u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂s
− 2vV + v2

r

)
= 2v +

∂2u

∂s2
,

ここで,

ε =
U

2ΩL
(2.2.14)
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はロスビー数であり, 式 (2.2.1)が導出された. また, 式 (2.2.8)についても同様に

して,

U2

L
u
∂(V + v)

∂r
+

UW

δ
w

∂v

∂s
+

U2

L

uV + uv

r
=UΩ(−2u) +

Uν

δ2

∂2v

∂s2
,

U

LΩ
u
∂(V + v)

∂r
+

δU

LδΩ
w

∂v

∂s
+

U

LΩ

uV + uv

r
=− 2u +

ν

Ωδ2

∂2v

∂s2
,

U

LΩ

{
u
∂(V + v)

∂r
+ w

∂v

∂s
+

uV + uv

r

}
=− 2u +

∂2v

∂s2
,

2ε

{
u
∂(V + v)

∂r
+ w

∂v

∂s
+

u(V + v)

r

}
=− 2u +

∂2v

∂s2
,

となり, 式 (2.2.2)が導出された.
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第3章 Eliassen(1971),

Hart(2000)のレビュー

本章では, 本論文と特に関連する研究として, Eliassen(1971)と Hart(2000)のレ

ビューを行う.

3.1 Eliassen(1971)

Eliassen(1971)は, 自由大気が軸対象な円形流をもつ場合の, エクマン境界層を

研究した. Greenspan and Howard(1963)によると, 境界層の下端に粘着条件を課

した場合*1 には, 境界層上端のパンピング速度は中心軸も含めてほぼ一定となる.

一方, Ooyama(1969), Rosenthal(1970), Sundqvist(1970), Yamasaki(1968)の熱帯

低気圧の発達に関する数値実験では, 中心軸付近で目が存在することを示唆する結

果が得られている. また, 熱帯低気圧の中心軸上では, 上昇運動が存在せず, 中心か

ら少し離れた所で上昇流が最大となるという結果を得ている. 彼らはみな, 下端境

界にすべり境界条件*2 を適用している. 後者の著者らの数値実験や, そしてまた実

際の台風における鉛直運動の分布は, 粘着境界条件のもとで得られるエクマンパン

ピング速度とは大幅に異なる. その違いは, 後者の実験は熱帯低気圧の数値シミュ

レーションであり, 凝結熱などの効果を扱っていることによるのかもしれないが,

しかし, 異なった境界条件を用いた事によって生じた違いだとも考えられる.

そこで Eliassen(1971)は, エクマン層の下端境界に, 粘着境界条件を課した場合

と, すべり境界条件を課した場合, それぞれについて線形エクマンパンピングを考
*1Eliassen(1971)では, 下端境界に粘着境界条件を課した場合のエクマン層を層流エクマン層と
呼んでいる.

*2Eliassen(1971)では, 下端境界にすべり境界条件を課した場合のエクマン層を乱流エクマン層
と呼んでいる.
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察した. ここでいうすべり境界条件とは, 下端境界に働く応力が相対風の二乗に比

例するとした境界条件である.

Eliassenは慣性座標系で議論を行ったが,彼の得た結果と,本論文やHart(2000)と

の比較を容易にするために, 第 2章の定式化, すなわち, 支配方程式 (2.2.1), (2.2.2),

(2.2.3)のもとで Eliassen(1971)の議論を再構築する. 支配方程式である, (2.2.1),

(2.2.2), (2.2.3)を再掲する:

∂2u

∂s2
+ 2v = 2ε

(
u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂s
− 2V v + v2

r

)
, (3.1.1)

∂2v

∂s2
− 2u = 2ε

{
u
∂(V + v)

∂r
+ w

∂v

∂s
+

u(V + v)

r

}
, (3.1.2)

∂w

∂s
+

∂u

∂r
+

u

r
= 0. (3.1.3)

上端での境界条件は以下のようになる:

u → 0, v + V → V, at s →∞. (3.1.4)

下端の境界では, まず, 運動学的な条件として,

w = 0, at s = 0 (3.1.5)

がある. 下端の境界における, 残りの境界条件は, 粘着境界条件かすべり境界条件

である. 粘着境界条件は,

u = 0, v + V = 0, at s = 0. (3.1.6)

すべり境界条件は, 単位質量あたりの地表面応力が相対風の二乗に比例するという

条件式,

at s = 0,





∂u

∂s
= Cd u

√
u2 + (v + V )2,

∂v

∂s
= Cd (v + V )

√
u2 + (v + V )2.

(3.1.7)

を用いる.

解を中心軸付近で解析的に推測する. ここで, 中心軸上, すなわち, r = 0に おい

て渦度の鉛直成分や水平発散,

1

r

∂

∂r
[r(v + V )],

1

r

∂

∂r
(ru)
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が有限の値に留まるとする. このことは, u, v, V, wを rのべき級数として




u(r, s) = u0(s)r + u1(s)r
2 + u2(s)r

3 + · · ·,
v(r, s) = v0(s)r + v1(s)r

2 + v2(s)r
3 + · · ·,

w(r, s) = w0(s) + w1(s)r + w2(s)r
2 + · · ·,

V (r) = V0r + V1r
2 + V2r

3 + · · ·,

(3.1.8)

と表現する事で達せられる. ここでの V0, V1, V2, · · · は定数であることを強調して
おく. これらを式 (3.1.1) –(3.1.3)に代入し, rの最低次の項をまとめて以下の式を

得る:





2v0 +
d2u0

ds2
= 2ε

[
u2

0 + w0
du0

ds
− (2v0V0 + v2

0)

]
,

−2u0 +
d2v0

ds2
= 2ε

[
2u0(v0 + V0) + w0

dv0

ds

]
,

dw0

ds
+ 2u0 = 0.

(3.1.9)

境界条件 (3.1.4)から,

u0 → 0, v0 → 0, at s →∞. (3.1.10)

境界条件 (3.1.5)から,

w0 = 0, at s = 0. (3.1.11)

3.1-1 粘着境界条件を課した場合

下端境界に適用する粘着境界条件は以下の通りである:

v(r, 0) + V = 0. (3.1.12)

式 (3.1.12)に (3.1.8)を代入して得られる, rの最低次の境界条件は,

at s = 0, u0 = 0, v0 + V0 = 0, (3.1.13)

となる. 方程式 (3.1.9)–(3.1.13)は, 非線形系をなしているが, これは, ロスビー数 ε

が十分小さいという条件のもとで, 線形化を行って解く事ができる.
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線形化された系は次のようになる:




2v0 +
∂2u0

∂s2
= 0,

−2u0 +
∂2v0

∂s2
= 0,

∂w0

∂s
+ 2u0 = 0,

at s →∞, u0 → 0, v0 → 0,

at s = 0, u0 = 0, v0 + V0 = 0, w0 = 0.

(3.1.14)

この方程式系の解は,




u0 = −V0e
−s sin s,

v0 = −V0e
−s cos s,

w0 = V0[1− e−s(cos s + sin s)].

(3.1.15)

この解は, Ekmanによって得られた古典的エクマンパンピングに等しい. また, エ

クマン層上端でのパンピング速度は, 以下のようになる:

W = w0(s →∞) = V0. (3.1.16)

ところで, 自由大気中の渦度を ζとすると,

ζ =
1

r

d

dr
(rV ). (3.1.17)

これに, V = rV0 + r2V1 + · · · を代入すると,

ζ =
1

r
(2rV0 + 3rV1 + · · · )

= 2V0 + 3V1 + · · ·

また渦度 ζは rによって ζ = ζ0 + rζ1 + · · · と展開されるので, 自由大気の渦度は r

の最低次の最低次において,

ζ0 = 2V0 (3.1.18)

となる. したがって, (3.1.16)は,

W =
1

2
ζ0 (3.1.19)

と書きなおすことができる. これは, 境界層上端でのパンピング速度が, 自由大気

中の渦度に比例するという古典的エクマンパンピングの公式そのものである. こ

こで, V0もしくは ζ0は定数であるので, 下端境界に粘着条件を与えた場合の中心

軸付近における線形エクマンパンピング速度は一定となる.
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3.1-2 すべり境界条件を課した場合

大気中, もしくは海洋中の渦において, エクマン層は乱流的であり, 下端境界に

はすべり境界条件を課した方がより適当である. 下端に与えるすべり境界条件式

(3.1.7)に対して, (3.1.8)を代入し, rの最低次の項をまとめると, 0次の境界条件

の式,
du0

ds
= 0,

dv0

ds
= 0, at s = 0 (3.1.20)

を得る. 方程式系 (3.1.9)–(3.1.11), (3.1.20)は, 以下の解を持つ:

u0 = 0, v0 = 0, w0 = 0. (3.1.21)

すなわち, 中心軸の近傍でパンピン速度が 0となる. ただし, (3.1.21)が唯一の解で

あるとは証明できていない.

次に, 方程式 (3.1.1)–(3.1.3), (3.1.4), (3.1.5)および (3.1.20)から, rの二番目に

小さいべきの項について整理する. このとき, rのべき乗で二番目に小さいもの

は r2である. そこで, O(r2)の方程式をつくり, その解について議論する. 方程式

(3.1.1)–(3.1.3)に (3.1.8)を代入したとき, O(r2)の方程式は次のようになる:

2v1 +
d2u1

ds2
= 2ε

[
3u0u1 + w0

du1

ds
+ w1

du0

ds
− 2(v0V1 + v1V0)− 2v0v1

]
, (3.1.22a)

− 2u1 +
∂2v1

∂s2
= 2ε

[
3u0(v1 + V1) + 2u1(v0 + V0) + w0

dv1

ds
+ w1

dv0

ds

]
, (3.1.22b)

∂w1

∂s
+ 3u1 = 0. (3.1.22c)

(3.1.22d)

最低次の解 (3.1.21)を, (3.1.22a), (3.1.22b)に代入すると,

2v1 +
∂2u1

∂s2
= −4εV0v1, (3.1.23)

− 2u1 +
∂2v1

∂s2
= −4εV0u1, (3.1.24)

を得る.

つづいて, 境界条件式, (3.1.4), (3.1.5) に (3.1.8)を代入し, rの二番目に小さいべ

き乗の項について整理する:

at s →∞, u1 = 0, v1 → 0, (3.1.25)

at s = 0, w1 = 0. (3.1.26)
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さらに, (3.1.7)についても同様にして,





du1

ds
= Cdu0

√
u2

0 + (v0 + V0)2,

dv1

ds
= Cd(v0 + V0)

√
u2

0 + (v0 + V0)2.

これに, rの最低次の解 (3.1.21)を代入して,





du1

ds
= 0,

dv1

ds
= CdV

2
0 .

(3.1.27)

したがって, O(r2)の方程式系 (3.1.23), (3.1.24), (3.1.22c), (3.1.25), (3.1.26), (3.1.27)

が得られた. この方程式系の解は,





u1 = − CdV
2
0

2
√

1 + 2εV0

e−
√

1+2εV0s(cos
√

1 + 2εV0s + sin
√

1 + 2εV0s),

v1 = − CdV
2
0

2
√

1 + 2εV0

e−
√

1+2εV0s(cos
√

1 + 2εV0s− sin
√

1 + εV0s),

w1 =
3

2

CdV
2
0

(1 + 2εV0)
(1− e−

√
1+2εV0s cos

√
1 + 2εV0s)

(3.1.28)

となる. この結果は, ロスビー数が大きい場合にも適用できるという事は特筆すべ

きである. 速度場 (3.1.8)の級数は以下のように始まるであろう:





u = +0 · r + u1r
2 + · · · ,

v = +0 · r + v1r
2 + · · · ,

w = 0 +w1r + · · · .

(3.1.29)

s →∞での鉛直速度は, O(r)の範囲までの議論で,

W = w1(s →∞)r =
3

2

CdV
2
0

(1 + 2εV0)
r (3.1.30)

となる. すなわち, 中心軸近傍では鉛直運動が存在せず, 境界層上端でのパンピン

グ速度が rに比例する. パンピング速度は rに比例して増大し続けるという事はあ

りえないため, 中心軸からいくらか離れた所で, 最大値とならなければならないだ

ろう.
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3.2 Hart(2000)

Hart(2000)は自由大気が, y方向にのみ存在し x方向にのみ依存して滑らかに変

化する直線流 V (x)を持つ場合と, 方位角方向にのみ存在し動径方向にのみ依存し

て滑らかに変化する円形渦 V (r)を持つ場合に, それぞれ, 駆動される非線形エク

マンパンピングについての研究を行った. 自由大気中の流れの渦度が一様な場合に

は, 境界層方程式は, 相似変換によってかなり単純化できるが, 自由大気中の流れ

が非一様な渦度を持っているような, より一般的な場合, 厳密な相似変換は存在せ

ず, 理論的な結果は, これまでのところ, 基本的なパンピングの公式に対して εの

１乗のオーダーでしか非線形的な補正を得られていない. そこでHart(2000)では,

自由大気の流れが非一様の渦度を持つ場合に, 境界層で駆動されるエクマンパンピ

ングの非線形補正を, 直線流の場合には ε4まで, 円形流の場合には ε3まで求めた.

しかしながら, Hart(2000)で示される非線形エクマンパンピング速度の公式に

は, 幾つかの明らかな誤りがある. ここではまず, Hart(2000)における直線流の場

合の議論を, 本論文における支配方程式のもとで再構築し, 誤りを正した後, 数値

計算の結果との比較を行う. 続いて, 直線流の場合の非線形エクマンパンピング速

度の公式を用いて, 円形流の場合の非線形エクマンパンピング速度の公式の誤りを

正した後, その結果を数値計算結果と比較する.

3.2-1 直線流の場合

y方向にのみ存在し, x方向にのみ依存する直線流 V (x)のもとでの支配方程式

(2.1.1)–(2.1.3)を再掲する:

∂2u

∂s2
+ 2v = 2ε

[
u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂s

]
, (3.2.1)

∂2v

∂s2
− 2u = 2ε

[
u
∂(V + v)

∂x
+ w

∂v

∂s

]
, (3.2.2)

w = −
∫ s

0

(
∂u

∂x

)
ds. (3.2.3)

唯一の無次元パラメータはロスビー数 ε = U/2ΩLである. ここで, Ωは惑星の

自転角速度である. 変数 u(x, s), v(x, s), w(x, s)は, それぞれ境界層内における, x,
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y及び鉛直方向の速度であり, V (x)は y方向の自由大気中の流れである. それゆえ,

境界層内部における y方向の全速度は V (x) + v(x, s)である. 粘着境界条件は, sが

無限大に達するにつれて uと vが消え, また, s = 0では u = 0であり, v + V = 0

である.

摂動展開

方程式 (3.2.1)–(3.2.2)を, εに関する漸近展開によって, 解析的に解く. すなわち,

(u, v, w) =
∞∑

n=0

(un, vn, wn)εn, (3.2.4)

と展開を行い, これを (3.2.1)–(3.2.3)に代入し, ε の指数が同じものを等式化する.

εの最低次, すなわち, O(ε0)の式は,





2v0 +
∂2u0

∂s2
= 0, (3.2.5a)

−2u0 +
∂2v0

∂s2
= 0, (3.2.5b)

w0 =

∫ s

0

(
∂u0

∂x

)
ds. (3.2.5c)

つづいて, O(ε1)の式は,





2v1 +
∂2u1

∂s2
= 2

[
u0

∂u0

∂x
+ w0

∂u0

∂s

]
, (3.2.6a)

−2u1 +
∂2v1

∂s2
= 2

[
u0

∂(V + v0)

∂x
+ w0

∂v0

∂s

]
, (3.2.6b)

w1 = −
∫ s

0

(
∂u1

∂x

)
ds. (3.2.6c)

左辺では, εの指数と u, v, wの下付き添え字とが一致するのにたいして, 右辺では,

支配方程式 (3.2.1), (3.2.2)の右辺に εがかかっていたため, u, v, wの下付添え字は

εの指数よりも一つ小さくなる. したがって, 最低次の方程式における解が得られ

れば, その解 u0, v0, w0を式 (3.2.6)の右辺に代入することで u1, v1, w1に関する微

分方程式の非斉次項が得られ, u1, v1, w1を求める事ができる. この手順を繰り返す

と, 理論上は無限に高次の非線形補正を得る事ができる.
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方程式 (3.2.5)の解はよく知られた結果として,

u0 = −V e−s sin s,

v0 = −V e−s cos s,

w0 =
1

2
Vx[1− e−s(cos s + sin s)]

となる. ただし,
dV

dx
= Vxと表記した. これ以降は同様に,例えば,

∂2V

∂x2
= Vxx,

∂3V

∂x3
= Vxxx

と表記する. これを (3.2.6a), (3.2.6b)の右辺にそれぞれ代入すると,





2v1 +
∂2u1

∂s2
= V Vx[e

−2s − e−s(cos s− sin s)],

−2u1 +
∂2v1

∂s2
= V Vx[−e−2s + e−s(cos s− sin s)],

(3.2.7)

これを解くと,

u1 = V Vx

[
3

10
e−2s − 3

10
e−s cos s +

6

10
e−s sin s− 1

4
se−s cos s− 1

4
se−s sin s

]
,

(3.2.8)

v1 = V Vx

[
− 1

10
e−2s +

1

10
e−s cos s +

3

10
e−s sin s− 1

4
se−s cos s +

1

4
se−s sin s

]
.

(3.2.9)

(3.2.8)を方程式 (3.2.6c)に代入して,

w1 = −(V Vxx+V 2
x )

[
7

40
− 3

20
e−2s− 1

40
e−s cos s−23

40
e−s sin s+

1

4
se−s cos s

]
(3.2.10)

を得る. したがって, O(ε)までの精度で境界層上端でのパンピング速度は

W = lim
s→∞

(w0 + εw1) =
1

2
Vx − ε

7

40
(V Vxx + V 2

x ) (3.2.11)

となる.
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摂動解と数値解の比較

Hart(2000)は, MAPLEによってO(ε4)までの範囲での摂動解を求めた. その結

果は, 明らかな誤りを正して, *1 以下の通りである:

W (x) =
Vx

2
− ε

7

40
(V 2

x + V Vxx) + ε2 3

320
(5V 3

x − 2V VxVxx − 6V 2Vxxx)

+ ε3

{
1634827

63648000
V 2VxVxxx +

74609

1272960
V 2V 2

xx +
6023978

63648000
V V 2

x Vxx

− 232847

21216000
V 3Vxxxx − 53219

7072000
V 4

x

}

+ ε4

{
2022184531

32460480000
V 2VxxxV

2
x +

1424939959

64920960000
V 3VxxxxVx

+
17320047821

281324160000
V 3VxxxVxx − 100019263

112529664000
V 4Vxxxxx +

1273990037

49645440000
V 2V 2

xxVx

− 33281269

125032960000
V 5

x −
24893782793

843972480000
V VxxV

3
x

}
. (3.2.12)

Hart(2000)では,この公式をロスビー数の摂動展開によって得た. そのことがどの程

度のロスビー数まで正当性があるのかをみるために, 今回の研究で計算した数値解

と, Hart(2000)の摂動解を比較する. 自由大気中の速度分布にV (x) = x exp(−x2/2)

を用いて計算した摂動解と数値解の比較結果を図 3.1–3.4に示した.

図 3.1–3.4をみると, ロスビー数が 0.9のときに数値解と摂動解の間に, わずかで

はあるが差が現れている. 少なくとも, ロスビー数が 0.75程度においては, 摂動解

と数値解の間に有意な差は見られない. したがって, Hart(2000)の得た直線流の場
*1Hart(2000)本文中にある, 直線流の場合の非線形エクマンパンピング速度の公式は, 本論文中
でのスケーリングに書き換えて, 以下の通り:

W (x) =
Vx

2
+ ε

7
40

(V 2
x + V Vxx) + ε2 3

320
(5V 3

x − 2V VxVxx − 6V 2Vxxx)

+ ε3

{
1634827
63648000

V 2VxVxxx +
74609

1272960
V 2V 2

xx +
6023978
63648000

V V 2
x Vxx

− 232847
21216000

V 3Vxxxx − 53219
7072000

V 4
x

}

+ ε4

{
2022184531
32460480000

V 2VxxxV 2
x +

1424939959
64920960000

V 3VxxxxVx

+
17320047821
281324160000

V 3VxxxVxx − 100019263
112529664000

V 4Vxxxxx +
1273990037
49645440000

V 2V 2
xxVx

− 33281269
125032960000

V 5
x −

24893782793
843972480000

V VxxV 3
x

}
.

右辺第二項目, すなわち, O(ε1)の項の符号は −が正しい.
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図 3.1: 数値計算の結果と
Hart(2000)による摂動解との比較.
V (x) = x exp(−x2/2), ε = 0.5の場
合. 　横軸は xを, 縦軸は境界層上
端でのパンピング速度w(x,∞)を意
味する. 数値計算による結果を +,
摂動解を破線で示した.

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

w
(x

,in
f)

x

epsilon = 0.75 , V = x exp(- x^2 / 2)

numerical solution
Hart full model

図 3.2: 数値計算の結果と
Hart(2000)による摂動解との比較.
V (x) = x exp(−x2/2), ε = 0.75の
場合. 横軸は x, 縦軸は w(x,∞)を
意味する. 数値計算による結果を+,
摂動解を破線で示した.
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図 3.3: 数値計算の結果と
Hart(2000)による摂動解との比較.
V (x) = x exp(−x2/2), ε = 0.9の場
合. 横軸は x, 縦軸は w(x,∞)を意
味する. 数値計算による結果を +,
摂動解を破線で示した.
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図 3.4: 数値計算の結果と
Hart(2000)による摂動解との比較.
V (x) = x exp(−x2/2), ε = 1.0の場
合. 横軸は x, 縦軸は w(x,∞)を意
味する. 数値計算による結果を +,
摂動解を破線で示した.

合の非線形エクマンパンピングの公式 (3.2.12)は, ロスビー数の大きさが 0.75程度

の場合は有用であることが確認できた.
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3.2-2 円形流の場合

Hart(2000)は直線流の場合と同様にして, 円形流の場合には, ε3までの範囲での

非線形エクマンパンピング速度の公式を得た. 幾つかの明らかな誤りを, 直線流の

場合の公式を参考にして正して*2 以下の通り:

W (r) =
1

2

(
Vr +

V

r

)
− 1

40r
ε(9V Vr + 7rV Vrr + 7rV 2

r )

− 1

4800r3
ε2(94r2V 2Vrr − 270r3VrrrV

2 + 953r2V V 2
r − 90r3V VrVrr

− 1407rV 2Vr + 225r3V 3
r + 469V 3)

+
ε3

63648000r4

{
19254400r3V 2VrrVr − 29933460r2V 3Vrr + 6023987r4V V 2

r Vrr

+ 1634827r4V 2VrrrVr + 3895427r3VrrrV
3 − 698541r4V 3Vrrrr

+ 1263075r3V V 3
r − 8800380r2V 2V 2

r + 3730450r4Vrr
2V 2

− 478971r4V 4
r + 58687188rV 3Vr − 27876864V 4.

}
(3.2.13)

この公式の正当性を数値解との比較によって検討する. 自由大気中の速度分布

に V (r) = r exp(−r2/2)を用いて計算した摂動解と数値解の比較結果を図 3.5– 3.8

に示す.

*2Hart(2000)本文中にある, 円形流の場合の非線形エクマンパンピング速度の公式は, 本論文中
でのスケーリングに書き換えて, 以下の通り:

W (r) =
(

Vr +
V

r

)
− ε

40
(9V Vr + 7V Vrr + 7rV 2

r )

+
ε2

r3
(−94r2V 2Vrr + 270r3VrrrV

2 − 953r2V V 2
r + 90r3V VrVrr + 1407rV 2Vr

− 225r3V 3
r − 469V 3)

+
ε3

63648000r4

{
19254400r3V 2VrrVr − 29933460r2V 3Vrr + 6023987r4V V 2

r Vrr

+ 1634827r4V 2VrrrVr + 3895427r3VrrrV
3 − 698541r4V 3Vrrrr + 1263075r3V V 3

r

− 8800380r2V 2V 2
r + 3730450r4Vrr

2V 2 − 478971r4V 4
r + 58687188rV 3Vr

− 27876864V 4.

}

明らかな誤りとして, まず, O(ε0)の補正項の係数は 1/2である. 次に, O(ε1)の補正項は, 全体に
係数 1/rが抜けていることと, 二番目の項の係数に rが抜けている. 最後は, O(ε2)の補正項には,
全体に 10−3程度の係数が必要である. これは直線流の場合の公式におけるO(ε2)の補正項を参考
にして 1/4800であると推察される.
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図 3.5: 数値計算の結果と
Hart(2000)による摂動解との比較.
V (r) = r exp(−r2/2), ε = 0.1の場
合. 横軸は半径 rを, 縦軸は境界層
上端でのパンピング速度w(r,∞)を
意味する. 数値計算による結果を+,
摂動解を破線で示した.
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図 3.6: 数値計算の結果と
Hart(2000) の摂動解の比較. V =
r exp(−r2/2), ε = 0.3 の場合. 横
軸は r, 縦軸は w(r,∞)を意味する.
数値計算による結果は+, 摂動解は
破線で示した.
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図 3.7: 数値計算の結果と
Hart(2000) の摂動解の比較. V =
r exp(−r2/2), ε = 0.5 の場合. 横
軸は r, 縦軸は w(r,∞)を意味する.
数値計算による結果は+, 摂動解は
破線で示した.
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図 3.8: 数値計算の結果と
Hart(2000) の摂動解の比較. V =
r exp(−r2/2), ε = 0.75の場合. 横
軸は r, 縦軸は w(r,∞)を意味する.
数値計算による結果は+, 摂動解は
破線で示した.

図 3.5–3.8をみると, ロスビー数が 0.5程度のときには, 数値解と摂動解との間に

わずかではあるが, 差が現れている. ロスビー数が 0.75のときには両者の差がよく

確認できる. したがって, Hart(2000)の示した, 円形流の場合の公式は, εが 0.5程

度までしか有効でないと言える. Hart(2000)の得た, 非線形エクマンパンピング速
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度の公式は, 直線流の場合の精度は ε4であったのに対して, 円形流の場合は ε3の

精度までしか得られていないことに起因すると考えられる. そのことが主な理由

となって, 円形流の場合で適用できるロスビー数の範囲が狭まったと考えると, 摂

動展開を用いても, さらに精度を高めたならば, より大きなロスビー数の場合の研

究を行う事ができるのかもしれない. しかしながら, これ以上の精度を求めるため

には, 数千もの項が生じる事になるため, MAPLEのようなソフトウェアを用いた

としても実用的ではない, とHartはコメントしている. また, 現実の台風のような

強い渦を研究対象とするならば, その場合のロスビー数はさらに大きく取らなけれ

ばならない.
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第4章 円形流の場合の計算結果

4.1 自由大気の風速分布

本研究における数値計算は Lindzen and Kuo(1969)の方法に緩和法を組み合わ

せて計算を行った. 詳しい計算方法については付録Aに記述した.

図 4.1: 高度 700mbでの飛行機観測によって得られた台風 7916号の風速分布. (山岬 (1982))

図 4.1には, 観測から得られた実際の台風の風速の水平分布を示した. このよう

な風速分布をよい近似で表すモデルとして, Rankineの結合渦モデルがある. これ

は, ある半径までの円形領域にのみ, 一様な渦度が集中し, その外側では渦なしの

流れとなっているモデルである. 渦度が半径 r < 1までの領域に集中している状況

でのRankineの結合渦モデルによって得られる接線風速分布を図 4.2に示す. しか

し, Rankineの結合渦モデルは実際の台風の接線風速をよく表しているが, r = 1の

点において微分不可能となってしまうため, 数値計算に用いるには不適当である.

Rankineの結合渦モデルの風速分布とよく似た微分可能な関数としては, 例えば,

V (r) = r exp

(
−r2

2

)
, (4.1.1)
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図 4.2: Rankineの結合渦モデル. 円形領域において半径 r < 1の領域では渦度が
存在し, r > 1の領域では ζ = 0とした場合の接線風速 V (r)の, 動径方向の分布を示
した.

や,

V (r) =
r

1 + r2
(4.1.2)

などがある. 式 (4.1.1), (4.1.2)で表される風速の水平分布を図 4.3, 4.4に示す. ま

た, それぞれの風速の渦度分布を図 4.5, 4.6 に示す.
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図 4.3: V (r) = r exp(−r2/2)の動
径方向の分布. 中心軸付近では傾き
がほぼ一定であり, r = 1にて最大
値をとったあと, 指数関数的に減衰
していく. 横軸が半径 r, 縦軸が風
速 V である.
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図 4.4: V (r) = r/(1 + r2)の動径
方向の分布. 中心軸付近では rにほ
ぼ比例し, r = 1にて最大値 0.5を
とったあと, r の逆数に比例して減
衰していく. 横軸が半径 r, 縦軸が
風速 V である.

Hart(2000)及び, 本論文第 3章では, (4.1.1)式で表される風速分布を用いて得た
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結果を示している. しかしながらこの風速分布は, 順圧不安定の必要条件を満たし

ている. そこで今回, 自由大気中の接線速度分布 V (r)として, (4.1.2)に示されるよ

うな風速分布を用いた.
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Vorticity = (2 - r^2) exp(- r^2 / 2)

図 4.5: V = r exp(−r2/2)とした
場合の渦度の動径方向の分布.
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図 4.6: V = r/(1 + r2)とした場
合の渦度の動径方向の分布.

本研究で用いる自由大気中の風速分布では, 自由大気中の接線風速が最大となる

点における半径を代表的な水平方向の長さ L，接線風速の最大値を代表的な風速

U/2としている. したがって, 図 4.1で示されているような台風の場合, Lは 50km

から 100km程度, U は 2× 40m/s程度の大きさであるとみなされるため, ロスビー

数は 5から 10程度の大きさである.

4.2 粘着境界条件を課した場合

エクマン境界層の下端に粘着境界条件を課した場合についての議論を行う. 下

端境界に課す粘着境界条件は, 次の通りである:

at s = 0,

{
u = 0,

v + V = 0
(4.2.1)

この境界条件を課した場合の線形エクマンパンピングは, 解析解,

u = −V e−s sin s,

v = −V e−s cos s,

w =

(
dV

dr
+

V

r

) [
1− e−s(cos s + sin s)

]
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を持つことはよく知られている.

線形エクマンパンピングは ε = 0としたときの解である. 非線形エクマンパンピ

ングにおけるパンピング速度を, ロスビー数を変えて数値計算した結果を示す. ま

ず, ロスビー数を 0から 1.5まで大きくしたときの, 非線形エクマンパンピング速度

を図 4.7に示す. 線形エクマンパンピングと比べて, 非線形エクマンパンピングは
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epsilon = 0.9
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図 4.7: ロスビー数を 0から 1.5まで変えたときの, 境界層上端におけるエクマンパ
ンピング速度の動径分布 w(r,∞). 実線がロスビー数が 0, すなわち, 線形エクマンパ
ンピング速度を, +付きの破線が ε = 0.5 の場合の非線形エクマンパンピング速度を,
×付きの細かい破線が ε = 0.9の場合, ∗点が付されている点線が ε = 1.2の場合, ¤
付きの鎖線が ε = 1.5の場合, それぞれの非線形パンピング速度を意味する.

中心軸付近で減少することは, Hart(2000)の摂動解からも示されている事であり,

今回の数値解においてもその傾向が見られる. ロスビー数が大きくなるごとに, 非

線形性が強くなり, 境界層上端での鉛直速度は減少する. しかしながらこの鉛直速

度の減少は, 中心軸に近い r . 0.5の領域に限られている. それ以外の r & 0.5の領

域ではロスビー数を変えても鉛直速度の応答はほとんど見られない.

つづいて, ロスビー数に 2.0から 3.0までの値を与えた時ときの非線形エクマン

パンピング速度を図 4.8に示す. ロスビー数に 2以上の大きな値を与えると, 中心

軸付近の鉛直速度が減り続けた結果, 中心軸付近の鉛直速度の大きさが, r ' 0.5の
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図 4.8: ロスビー数を 2.0から 3.0まで変えたときの, 境界層上端におけるエクマン
パンピング速度の動径分布 w(r,∞), +付きの実線が ε = 2.0の場合, ×付きの破線
が ε = 2.4の場合, ∗が付されている細かい破線が ε = 2.7の場合, ¤付きの点線が
ε = 3.0の場合, それぞれの非線形エクマンパンピング速度を意味する.

点付近での鉛直速度の大きさを下回ってしまう. そのため, 鉛直速度の分布が, 中

心軸付近で極小となり, r ' 0.5の点付近で最大値をとる. 3.0よりも大きな値を持

つロスビー数の場合は, 緩和法の繰り返しが収束せず, 計算結果を得られていない.

中心軸に近い所ほどパンピング速度が減少する原因を考える. そのために, 支配

方程式中の非線形移流項に注目する. 支配方程式を再掲する:

∂2u

∂s2
+ 2v = (n.l.t.)r, (4.2.2)

∂2v

∂s2
− 2u = (n.l.t.)θ, (4.2.3)

w = −
∫ s

0

{
1

r

∂

∂r
(ru)

}
ds. (4.2.4)

ここで, (n.l.t.)と略記した項は非斉次の非線形項であり, 下付き添え字 r, θはそれ

ぞれ動径方向, 接線方向の成分を意味する. 非線形項を具体的に書き下すと,

(n.l.t.)r = u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂s
− 2V v + v2

r
, (4.2.5)

(n.l.t.)θ = u
∂(v + V )

∂r
+ w

∂v

∂s
+

u(v + V )

r
. (4.2.6)
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である.

まず, (4.2.2), (4.2.3)の左辺から, vを消去して次の方程式を得る:

∂4u

∂s4
+ 4u =

d2

ds2
(n.l.t.)r − 2(n.l.t.)θ. (4.2.7)

動径速度 uが鉛直方向には正弦関数的に依存するならば, (4.2.7)の左辺は uの正値

の定数倍とみなして良いだろう. このことは線形エクマンパンピングの解を根拠

にしている. したがって, 非線形項のエクマンパンピング速度への寄与の見積もり

は, 次のように書ける:

wn.l.t. = −α

∫ ∞

0

d

dr

{
d2

ds2
(n.l.t.)r − 2(n.l.t.)θ

}
ds. (4.2.8)

ここでの αは正の定数を表す. この見積もりによって得られる非線形項のパンピ

ング速度への寄与w(n.l.t.)の動径分布を図 4.9に示す.
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図 4.9: 式 (4.2.8)で表される, 非線形項のエクマンパンピング速度への寄与の見積
もりの動径分布. +記号付き実線が ε = 0.5の場合, ×付き破線が ε = 1.0の場合, ∗
付き細かい破線が ε = 1.5の場合, ¤付き点線が ε = 2.0の場合を意味する.

図 4.9をみると, 非線形項のパンピング速度への寄与は中心軸付近で非常に大き

い. 中心軸から離れるに連れてこの項は小さくなり, r & 0.5の領域では, それぞれ

が逆符号, すなわち, 上昇流を増大させる方向になっている. このような非線形項

の分布が, 非線形エクマンパンピング速度の, 中心軸から離れた所で最大となる水

平分布をもたらしていると考えられる.
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水平方向に依存性をもつ状況での非線形エクマンパンピングについては, ロス

ビー数が 3.0までしか計算は成功しなかった. しかしながら, Eliassen(1971)が行っ

たように半径 rでの展開を行い, 方程式系から, 動径方向の依存性を落とした場合,

さらに大きなロスビー数の場合にも計算を成功させる事ができた. これを用いて,

より大きなロスビー数の場合の, 中心軸近傍における非線形エクマンパンピングに

ついて議論を行う. 中心軸上において渦度の鉛直成分と水平発散とが有限の値に

留まるとして, 半径 rで展開すると, 支配方程式は (3.1.9)と変形できる. これを再

掲する:




2v0 +
d2u0

ds2
= 2ε

{
u2

0 + w0
du0

ds
− (2v0V0 + v2

0)

}
,

−2u0 +
d2v0

ds2
= 2ε

{
2u0(v0 + V0) + w0

dv0

ds

}
,

dw0

ds
+ 2u0 = 0.

(4.2.9)

この方程式系をロスビー数を変えて数値的に解いた結果を図 4.10 に示す.
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図 4.10: ロスビー数を大きくした場合の中心軸付近のパンピング速度の変化. 横軸
はロスビー数 ε, 縦軸は中心軸近傍における境界層上端での鉛直速度である.

図 4.10をみると, ε = 5においては,中心軸近傍での非線形エクマンパンピング速

度は 0.4程度, ε = 10では 0.3程度まで減少することが分かる. したがって, r & 0.5

の領域において, エクマンパンピング速度がほとんど変化しなければ, 最大値と極

小値の差がより明瞭な, 上昇流の分布が得られる. しかしながら, ロスビー数を大
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きくとるほど, 鉛直速度の減少の仕方はゆるやかとなり, 例えばロスビー数に 100

程度の大きさを与えても, 中心軸付近での境界層上端の鉛直速度は, 0.1に漸近す

るようになる. したがって, 粘着境界条件を与えた場合の非線形エクマンパンピン

グ速度が, 中心軸付近で負, すなわち, 下降流とはなりそうもない.

4.3 すべり境界条件を課した場合

エクマン層境界層の下端にすべり境界条件を適用した場合におけるエクマンパ

ンピング速度の計算結果を示す. このすべり境界条件とは, 下端に働く応力が下端

の風速の関数として表される条件である. 今回は, この境界条件として, 応力が下

端の水平風速の一乗に比例するという条件と, 水平風速の二乗に比例するという二

つの境界条件を課した場合を考察した. ここで, 応力が水平風速に比例するという

条件を一次すべり境界条件, 応力が水平風速の二乗に比例するという条件を二次す

べり境界条件と呼ぶ事にする.

4.3-1 一次すべり境界条件の場合

ここでいう一次すべり境界条件とは, 応力が地表面の水平風速に比例するという

形で与えた境界条件であり, すなわち,

at s = 0,





∂u

∂s
= Cdu,

∂v

∂s
= Cd(v + V )

である. ここでCdは抵抗係数であり, 定数とする. この境界条件は, 粘着条件と自

由すべり条件との混合条件として知られている. Cdが無限大のとき, この境界条

件は粘着境界条件を意味し, Cdが 0のとき, この境界条件は自由すべり条件を意味

する.
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この場合の線形エクマンパンピングは解析的に計算する事ができ,

u = − CdV

C2
d + 2Cd + 2

e−s
[
cos s + (1 + Cd) sin s

]
, (4.3.1)

v = − CdV

C2
d + 2Cd + 2

e−s
[
(1 + Cd) cos s− sin s

]
, (4.3.2)

w =
Cd

2(C2
d + 2Cd + 2)

(
dV

dr
+

V

r

) [
(2 + Cd)− e−s{(2 + Cd) cos s + Cd sin s}]

(4.3.3)

となる.

一次すべり境界条件を与えた場合のエクマンパンピング速度を, ロスビー数を変

えて計算した結果を図 4.11–4.12に示す.
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図 4.11: ロスビー数を 0から 0.7ま
で変えたときの, 境界層上端における
エクマンパンピング速度の動径分布
w(r,∞). 実線がロスビー数が 0, +付
きの破線が ε = 0.3の場合, ×付きの
細かい破線が ε = 0.5の場合, ∗点が
付されている点線が ε = 0.7の場合を
意味する. Cd = 1.0.
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図 4.12: ロスビー数を 1.0から 2.5
まで変えたときの, 境界層上端におけ
るエクマンパンピング速度の動径分布
w(r,∞). 実線がロスビー数が 1.0, の
場合, +付き破線が ε = 1.5の場合, ×
付き細かい破線が ε = 2.0の場合, ∗
点が付されている点線が ε = 2.5の場
合を意味する. Cd = 1.0.

図 4.11をみると, この一次すべり境界条件を課した場合においても, ロスビー数

が大きくなるにつれて中心軸付近でエクマンパンピング速度が減少する. このパン

ピング速度の減少は中心軸付近で顕著に見られる. つづいて, 図 4.12を見ると, 中

心軸付近でパンピング速度が著しく減少した結果, 中心軸付近で極小, 中心軸から

幾分, 動径距離を持った所で最大となる. この事は, 粘着境界条件を与えた場合と

同じである. しかしながら, 粘着境界条件の場合は, ロスビー数を変えても r ' 0.5
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程度の点において最大となる事は変わらなかったが, 一次すべり境界条件を与えた

場合は, ロスビー数を大きくしていくと, パンピング速度最大となる所が中心軸か

ら離れていく.

また, 一次すべり境界条件を与えた場合のエクマンパンピング速度を抵抗係数

Cdを変えて計算した結果を図 4.13に示す.
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 0  0.5  1  1.5  2

w
(r

,in
f)

r

nonslip condition
Cd = 0.1
Cd = 1.0
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図 4.13: 抵抗係数 Cd を 0.1から 100まで変えたときのエクマンパンピング速度の
動径分布 w(r,∞). 実線が比較対象として粘着境界条件を与えた場合のエクマンパン
ピング速度, +付きの破線が Cd = 0.1の場合, ×付きの細かい破線が Cd = 1.0の場
合, ∗付きの点線が Cd = 10.0の場合, ¤付きの鎖線が Cd = 100の場合を意味する.
ε = 2.0.

抵抗係数が大きい程, 一次すべり条件を与えた場合のパンピング速度は, 粘着境

界条件のもとでのパンピング速度の値に近づくことが確認される. また, 抵抗係数

が小さい程, パンピング速度は小さくなっていく. Eliassen(1971)においてすべり

境界条件を課した場合の最低次オーダーでの下端の境界条件を

∂u0

∂s
= 0,

∂v0

∂s
= 0

とした場合の結果は, ここでの抵抗係数Cdを 0とした場合, すなわち, 下端境界に

自由すべり境界条件を与えた場合に等しいと考えられる. この場合, パンピング速

度は生じない.
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4.3-2 二次すべり境界条件の場合

ここでいう二次すべり境界条件とは, 応力が地表面の水平風速の二乗に比例する

という形で与えた境界条件であり, すなわち,

at s = 0,





∂u

∂s
= CduVs,

∂v

∂s
= Cd(v + V )Vs

である. ただし,

Vs =
√

u2 + (v + V )2. (4.3.4)

また, Cdは抵抗係数であり, 定数とする.

この場合, 境界条件が非線形であるため, 線形エクマンパンピングであっても, 解

を解析的に計算することは容易ではない. しかし, 数値的に計算する場合には, 適

当な初期条件のもとに緩和法を用いることで, 解を得る事ができる. 下端の境界に

二次すべり境界条件を与えた場合の非線形エクマンパンピングのパンピング速度

の水平分布について, ロスビー数を変えて計算した結果を図 4.14–4.15に示した.
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図 4.14: ロスビー数を 0から 0.7ま
で変えたときの, 境界層上端における
エクマンパンピング速度の動径分布
w(r,∞). 実線がロスビー数が 0, +付
きの破線が ε = 0.3の場合, ×付きの
細かい破線が ε = 0.5の場合, ∗点が
付されている点線が ε = 0.7の場合を
意味する. Cd = 1.0.

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 0  0.5  1  1.5  2

w
(r

,in
f)

r

epsilon = 1.0
epsilon = 1.5
epsilon = 2.0
epsilon = 2.5

図 4.15: ロスビー数を 1.0から 2.5
まで変えたときの, 境界層上端におけ
るエクマンパンピング速度の動径分布
w(r,∞). 実線がロスビー数が 1.0, の
場合, +付き破線が ε = 1.5の場合, ×
付き細かい破線が ε = 2.0の場合, ∗
点が付されている点線が ε = 2.5の場
合を意味する. Cd = 1.0.
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図 4.14を見ると, 下端の境界に二次すべり境界条件を与えた場合, パンピング速

度の水平分布は, ε = 0, すなわち, 線形エクマンパンピングにおいても中心軸上

でずっと小さく, 0に近い値となる. このことは Eliassen(1971)の結果と同様であ

る. ロスビー数を大きくしていくと, パンピング速度の最大値が減少する. つづい

て, 図 4.15をみる. パンピング速度は中心から少し離れた所で最大値を取る分布

をしていることが分かる. このパンピング速度最大となる位置は, ε = 1.0の時は,

r ' 0.5の点であるが, ロスビー数が大きくなると, 少しづつではあるが, 中心軸か

ら離れていく.

つづいて下端に二次すべり条件を与えた場合のエクマンパンピング速度につい

て, 抵抗係数Cdを変えて計算を行った結果を図 4.16に示す.

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0  0.5  1  1.5  2

w
(r

,in
f)

r

Cd = 0.1
Cd = 1.0

Cd = 10.0

図 4.16: 抵抗係数 Cd を 0.1から 10.0まで変えたときの, 境界層上端におけるエク
マンパンピング速度の動径分布 w(r,∞). 実線が Cd = 0.1の場合, +付きの破線が
Cd = 1.0の場合, ×付き点線が Cd = 10.0の場合を意味する. ε = 2.0.
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第5章 結論

本論文では, 自由大気が軸対象な円形渦を持つ場合の境界層における非線形エクマ

ンパンピング速度を数値的に求めた. 自由大気の速度場として, 空間一方向にのみ

依存し, 滑らかに変化する速度場を与え, また, 境界層の下端の境界条件には, 粘着

条件と, すべり境界条件を与えた. 非線形項の大きさを表す無次元パラメータであ

るロスビー数は, 現実の台風の風速分布から得られる程度までの大きさを持つ場合

にたいして計算結果を得た. また, すべり境界条件としては, 応力が水平風速の一

乗に比例する場合と, 二乗に比例する場合の計算を, それぞれ行った.

粘着境界条件を与えた場合には, Hart(2000)や Ishida and Iwayama(2006)など,

過去の研究でも指摘されているように, ロスビー数が大きくなるごとにエクマンパ

ンピング速度は減少していく傾向にある. しかしながら, 全ての動径距離において

一様にエクマンパンピング速度が小さくなるわけではなく, r . 0.5の中心軸付近

の領域のみで, このパンピング速度の減少傾向が著しい. 中心軸からある程度離れ

た, r & 0.5の領域では, ロスビー数を大きくしてもパンピング速度はほとんど変化

しない. ロスビー数を大きくしていくごとに, 中心付近でのみ鉛直速度が減少し続

け, ロスビー数が 2を超えたあたりから, 中心軸付近の鉛直速度の大きさが r = 0.5

付近の鉛直速度の大きさよりも小さくなってしまう. したがって, 中心軸で極小,

中心から少し離れたところで最大となる鉛直速度の水平分布が得られた.

有次元量で考えると, 自由大気の接線風速における最大風速半径の半分程度のと

ころで, エクマンパンピング速度が最大値をとる. 台風の眼は約 20 ∼ 50km程度

の半径をもち, そこでは鉛直風速は弱く, しばしば下降流となる場合がある. また,

台風の周囲を巡る接線風速は約 50 ∼ 100km程度の半径で最大となる. したがって

この鉛直風速の分布は, 本論文で示した鉛直風速の分布とよく似ているといえる.

過去の研究では, 下端境界に粘着境界条件を課した場合には円形渦によって駆動

されるエクマンパンピング速度は, 渦の中心軸で最大であると指摘され, したがっ
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て, 台風の眼の形成に必要な鉛直風速分布はエクマンパンピングによって得る事が

できないとされていた. しかしながらこれは, 過去の研究においては, 設定されて

いたロスビー数が台風の状況を記述するには極めて小さかったためである. ロス

ビー数を適切な値に設定することにより, 台風の眼の形成に必要な鉛直風速分布に

近いエクマンパンピング速度が得られることを, 本論文では指摘する.
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付 録A 数値計算の手法について

この章では, 本研究で用いた数値計算の手法を紹介する.

A.1 Lindzen and Kuo(1969)の手法

まず初めに, Lindzen and Kuo(1969)の手法を紹介する. ここで紹介する手法は

線形常微分方程式の境界値問題を解く手法であり, そのレビューからはじめる.

A.1-1 二階線形常微分方程式

ここでは, 二階線形常微分方程式,

d2u

dx2
+ g(x)

du

dx
+ h(x)u = r(x) (A.1.1)

を, 0 < x < Lの範囲において解くことを考える. 用いる境界条件は,

at x = L,
∂u

∂x
+ atu = bt, (A.1.2)

at x = 0,
∂u

∂x
+ abu = bb (A.1.3)

とする.

方程式系 (A.1.1)–(A.1.3)を有限差分法によって離散化する. 0から Lまでの区

間をN 等分し, 空間を離散化する. すなわち, x = 0を 0番目の点とし, x = LをN

番目の点とする. xや uになどの量に付す添え字 nは, n番目の格子点における量
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である事を表す. 差分には中央差分近似を用いるので, 中央差分近似について復習

しておく. まず, テイラー展開を用いて,

un+1 = u(x + δx) =un +
∂u

∂x
δx +

1

2

∂2u

∂x2
δx2 + · · · ,

un−1 = u(x + δx) =un − ∂u

∂x
δx +

1

2

∂2u

∂x2
δx2 − · · · .

上式を辺々足し引きすると,

un+1 − un−1 =2δx
∂u

∂x
+O(δx3),

un+1 + un−1 =2un +
∂2u

∂x2
δx2 +O(δx4).

よって, 求める差分近似式,

∂u

∂x
'un+1 − un−1

2δx
,

∂2u

∂x2
'un+1 − 2un + un−1

δx2

を得る. これらの精度は両方とも δx2のオーダーである.

中央差分近似を用いて式 (A.1.1)を離散化すると,

un+1 − 2un + un−1

δx2
+ g(xn)

un+1 − un−1

2δx
+ h(xn)u = r(xn),

したがって,

Anun−1 + Bnun + Cnun+1 = Dn, (A.1.4)

n = 1, 2, 3, · · · , N − 1.

ただし,

An =
1

δx2
− g(xn)

2δx
,

Bn = − 2

δx2
+ h(xn),

Cn =
1

δx2
+

g(xn)

2δx
,

Dn = r(xn).

ここで δxは, 有限差分近似において用いた格子点間隔である. 方程式 (A.1.4)の解

は, Richtmyer(1957)によると, 新しい変数 αnと βnを用いて以下のように書ける:

un = αnun+1 + βn, (A.1.5)
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式 (A.1.5)を n− 1に対して適用すると,

un−1 = αn−1un + βn−1 (A.1.6)

となる. 方程式 (A.1.6)を式 (A.1.4)に代入すると,

An(αn−1un + βn−1) + Bnun + Cnun+1 = Dn,

(Anαn−1 + Bn)un = −Cnun+1 + Dn − Anβn−1,

un = − Cn

Anαn−1 + Bn

un+1 +
Dn − Anβn−1

Anαn−1 + Bn

, (A.1.7)

を得る. 式 (A.1.7)と (A.1.5)を比較することで,

αn = − Cn

Anαn−1 + Bn

, (A.1.8)

βn =
Dn − Anβn−1

Anαn−1 + Bn

, (A.1.9)

という αnと βnについての漸化式が得られる.

α0, β0を決定するために, まず, x = 0での境界条件式 (A.1.3)を前方差分によっ

て離散化すると,

u1 − u0

δx
+ abu0 = bb,

(
ab − 1

δx

)
u0 +

1

δx
u1 = bb,

u0 = − 1

abδx− 1
u1 +

bbδx

abδx− 1
. (A.1.10)

一方, 式 (A.1.5)は n = 0のとき,

u0 = α0u1 + β0

である. これらを比較すると,

α0 = − 1

abδx− 1
, (A.1.11)

β0 =
bbδx

abδx− 1
. (A.1.12)

α0, β0が決定できたので, 漸化式 (A.1.8), (A.1.9)から, 全ての αnと βnを求める事

ができる.
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さらに, x = Lでの境界条件式 (A.1.2)について, 後方差分によって離散化を行

うと,

uN − uN−1

δx
+ atuN = bt,

− 1

δx
uN−1 +

(
at +

1

δx

)
uN = bt,

uN−1 = (atδx + 1)uN − btδx. (A.1.13)

一方, (A.1.5)をN − 1に対して適用すると,

uN−1 = αN−1uN + βN−1. (A.1.14)

式 (A.1.13)を (A.1.14) に代入すると,

(atδx + 1)uN − btδx = αN−1uN + βN−1,

(atδx + 1− αN−1)uN = btδx + βN−1,

uN =
btδx + βN−1

atδx− αN−1 + 1
, (A.1.15)

となる. 式 (A.1.15)のように uN が与えらたので, αn, βnと, 漸化式 (A.1.5)を用い

て, N 番目の点から 0番目の点まで順繰りに, 全ての unを決定する事が出来る. こ

の手順は, 全ての nに対して,

Anαn−1 + Bn 6= 0

であることをみたすならば妥当であると考えられる.

A.1-2 二階連立線形常微分方程式

Lindzen and Kuoでは二階の常微分方程式を解く手法を応用し, 高階の常微分方

程式を解く方法を紹介しているが, ここでは続いて, 彼らの方法を少しだけ拡張し

て, 二階の常微分方程式を二本連立させた式を解くことを考える. なお, 連立常微

分方程式を変数逓減し, 高階の常微分方程式に変形させる事で, Lindzen and Kuo

の方法をより直接的に利用する事も可能ではあるが, 行う操作はほとんど変わらな

いため, ここではそれを紹介する事はしない.
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例えば, 以下のような方程式を考える:





d2u

dx2
+ g1(x)

dv

dx
+ h1(x)v = r1(x),

d2v

dx2
+ g2(x)

du

dx
+ h2(x)u = r2(x).

これは行列とベクトルを用いて,

d2u

dx2
+ ḡ

du

dx
+ h̄u = r (A.1.16)

と書き表される. ここで, u, rのような太字の文字は二次元の列ベクトルを, ḡ, h̄の

ようなバー付の文字は 2 × 2の行列を, それぞれ意味し, 具体的には以下の通りで

ある:

u = (u, v)T ,

ḡ =

(
0 g1

g2 0

)
,

h̄ =

(
0 h1

h2 0

)
,

r = (r1, r2)
T .

ただし, (u, v)T などのように表したこの上付き添え字 T は転置ベクトルを取る事

を示す記号である. 境界条件として,

at x = 0,
du

dx
+ ābu = bb, (A.1.17)

at x = L,
du

dx
+ ātu = bt (A.1.18)

を課した状況で (A.1.16)を解くことを考える.

初めに (A.1.16)に中央差分近似を適用して, 以下を得る:

un+1 − 2un + un−1

δx2
+ ḡn

un+1 − un−1

2δx
+ h̄nun = rn.

したがって,

Ānun−1 + B̄nun + C̄nun+1 = Dn. (A.1.19)

n = 1, 2, 3, · · · , N − 1.
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Ān =
1

δx2
Ī − 1

2δx
ḡn,

B̄n = − 2

δx2
Ī + h̄n,

C̄n =
1

δx2
Ī +

1

2δx
ḡn,

Dn = rn.

ここで Īは, 2× 2の単位行列を意味する. (A.1.19)の解は,

un = ᾱnun+1 + βn (A.1.20)

となる.

式 (A.1.20)を n− 1に適用すると,

un−1 = ᾱn−1un + βn−1. (A.1.21)

式 (A.1.21)を (A.1.19)に代入すると,

Ān{ᾱn−1un + βn−1}+ B̄nun + C̄nun+1 = Dn,

(Ānᾱn−1 + B̄n)un = −C̄nun+1 + Dn − βn−1,

un = −(Ānᾱn−1 + B̄n)−1C̄nun+1 + (Ānᾱn−1 + B̄n)−1(Dn − βn−1) (A.1.22)

となる. (A.1.22)と (A.1.20)を比較して,

ᾱn = −(Ānᾱn−1 + B̄n)−1C̄n, (A.1.23)

βn = (Ānᾱn−1 + B̄n)−1(Dn − βn−1) (A.1.24)

を得る.

ᾱn, βnを決定するために,まず, x = 0での境界条件式 (A.1.17)を前方差分によっ

て離散化すると,

u1 − u0

δx
+ ābu0 = bb,

(
āb − 1

δx
Ī

)
u0 +

1

δx
u1 = bb,

u0 = −(ābδx− Ī)−1u1 + (ābδx− Ī)−1bbδx. (A.1.25)
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一方, (A.1.20)を x = 0に対して適用すると,

u0 = ᾱ0u1 + β0

である. これらを比較すると,

ᾱ0 = −(ābδx− Ī)−1, (A.1.26)

β0 = (ābδx− Ī)−1bbδx. (A.1.27)

ᾱ0, β0が決定できたので, 漸化式 (A.1.23), (A.1.24)から, 全てのαnと βnを求める

事ができる.

求めた全ての ᾱn, βnから, (A.1.20) を用いて, unを決定するためには, x = Lで

の境界条件を利用すればよい. まず, x = Lでの境界条件式 (A.1.18)を後方差分を

用いて離散化すると,

uN − uN−1

δx
+ ātuN = bt,

− 1

δx
uN−1 +

1

δx
(ātδx + Ī)uN = bt,

uN−1 = (ātδx + Ī)uN − btδx (A.1.28)

一方, (A.1.20)をN − 1に対して適用して,

uN−1 = ᾱN−1uN + βN−1 (A.1.29)

を得る. これを (A.1.29)に代入すると,

(ātδx + Ī)uN − btδx = ᾱN−1uN + βN−1,

(ātδx + Ī − ᾱN−1)uN = btδx + βN−1,

uN = (ātδx− ᾱN−1 + Ī)−1(btδx + βN−1). (A.1.30)

となりunを決定する事ができる. したがって, ᾱn, βnと, 漸化式 (A.1.20)を用いて

N 番目の点から 0番目の点まで, 順繰りに全てのunを求める事が出来る.
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A.2 エクマンパンピングの数値計算

ここから, 実際に行った計算についてその方法を述べる. 本研究では, エクマン

パンピングを支配する方程式として直線流の場合 (2.1.1)–(2.1.3), および円形流の

場合 (2.2.1)–(2.2.3)を解くが, その為の手法としては, 直線流の場合と円形流の場

合に差はないので, ここでは直線流の場合の支配方程式を解く手法を紹介する. 直

線流の場合の支配方程式 (2.1.1)–(2.1.3)を再掲する:

∂2u

∂s2
+ 2v = 2ε

[
u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂s

]
, (A.2.1)

∂2v

∂s2
− 2u = 2ε

[
u
∂(V + v)

∂x
+ w

∂v

∂s

]
, (A.2.2)

w = −
∫ s

0

(
∂u

∂x

)
ds. (A.2.3)

初めに, ロスビー数 ε ¿ 1として得られる線形エクマンパンピングを, 下端に粘着

境界条件を与えた場合に計算する方法を, 続いて, ロスビー数 εを有限の値として

得られる非線形エクマンパンピングを求める方法を述べる. 最後に, 境界条件とし

て二種類のすべり境界条件を課した場合の計算法について述べる.

A.3 線形エクマンパンピングの計算

ここでは (A.2.1)–(A.2.3)について, ε ¿ 1とした場合の方程式,

d2u

ds2
+ 2v = 0, (A.3.4)

d2v

ds2
− 2u = 0, (A.3.5)

w = −
∫ s

0

(
∂u

∂x

)
ds (A.3.6)

を, 粘着境界条件,

at s = 0, u = 0, v + V = V, (A.3.7)

at s = L, u = 0, v + V = 0 (A.3.8)
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のもとで, Lindzen and Kuoの方法を用いて解く方法について, 大まかに述べる.

(A.3.4)と (A.3.5)を行列と列ベクトルを用いて書き換えると,

∂2u

∂s2
+ ḡu = 0, (A.3.9)

u = (u, v)T ,

ḡ =

(
0 2

2 0

)

となる. (A.3.9)に対して, Lindzen and Kuoの方法に基づいて離散化を行うと,

Āun−1 + B̄un + C̄un+1 = D, (A.3.10)

Ā =
1

δs2
Ī ,

B̄ = − 2

δs2
Ī + ḡ,

C̄ =
1

δs2
,

D = (0, 0)T .

ここで δsは差分近似に用いた, 格子点間隔である.

(A.3.10)の解として,

un = ᾱnun+1 + βn (A.3.11)

と推定すると, 前節での結果を用いて,

ᾱn = −(Ānᾱn−1 + B̄n)−1C̄n, (A.3.12)

βn = (Ānᾱn−1 + B̄n)−1(Dn − βn−1) (A.3.13)

式 (A.3.11)を x = 0に対して適用すると,

u0 = ᾱ0u1 + β0. (A.3.14)

また, 下端の境界条件式 (A.3.8)から,

u0 = (0,−V )T . (A.3.15)
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となるので,

ᾱ0 = 0,

β0 = (0,−V )T

を得る事ができる. したがって, (A.3.12), (A.3.13)から, 全ての ᾱn, βnを決定する

事ができる. さらに, 上端の境界条件式 (A.3.7)から, uN = (0, 0)T となるので, 先

に求めた ᾱn, βnをもとに, (A.3.11)を用いて, 全てのunを決定する事が出来る. 求

めた unを (A.3.6)に代入し wnを求める. このとき積分には Simpsonの台形公式

を用いた.

粘着境界条件のもとでの線形エクマンパンピングは解析的に解く事ができる. こ

の解析解は,

u = −V e−s sin s, (A.3.16a)

v = −V e−s cos s, (A.3.16b)

w =
1

2

dV

dx
{1− e−s(cos s + sin s)} (A.3.16c)

となる. この解と, 実際に数値計算を行った結果を図A.1に示す. 図A.1をみると,

数値解と解析解の間に有意な差は見られず, Lindzen and Kuoの方法を用いて, 線

形エクマンパンピングが正しく計算されていると言える.

A.4 非線形エクマンパンピング

つづいて, 非線形エクマンパンピングの計算について記述する. εが有限な値で

あるとしたときには, (A.2.1)–(A.2.2)の右辺に, 移流項が残る. この場合は, 緩和法

を用いることで数値計算を行うことができる. まず, 方程式 (A.2.1)–(A.2.3)を行列

と列ベクトルを用いて,

∂2u

∂s2
+ ḡu = h, (A.4.1a)

w = −
∫ s

0

(
∂u

∂x

)
ds. (A.4.1b)
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図 A.1: 粘着境界条件のもとでの, 線形エクマンパンピングの数値解と解析解の比
較. 実線が (A.3.16c)で表される w(s)の解析解. +が w(s)の数値解. 縦軸は鉛直座
標 s, 横軸が w(s)である.

u = (u, v)T , (A.4.1c)

ḡ =

(
0 2

−2 0

)
, (A.4.1d)

h = 2ε

(
u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂s
, u

∂(V + v)

∂x
+ w

∂v

∂s

)T

. (A.4.1e)

と書けるとする. つまり, 移流項を全て非斉次項として扱う.

つぎに, h = 0として得られる解析解 (A.3.16), すなわち,

u(0) = −V e−s sin s, (A.4.2)

v(0) = −V e−s cos s, (A.4.3)

w(0) =
1

2

dV

dx
{1− e−s(cos s + sin s)} (A.4.4)

を繰り返しの 0回目の解とする. ここで, 上付き添え字 iは繰り返し回数を意味す

る. 第一回目の計算に用いる h(1)は,

h(1) = 2ε

(
u(0)∂u(0)

∂x
+ w(0)∂u(0)

∂s
, u(0)∂(V + v(0))

∂x
+ w(0)∂v(0)

∂s

)
(A.4.5)
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とする. したがって繰り返し回数 i = n回目には,

∂2u(n)

∂s2
+ ḡu(n) = h(n), (A.4.6)

w(n) = −
∫ s

0

(
∂u(n)

∂x

)
ds. (A.4.7)

h(n) =

(
u(n−1)∂u(n−1)

∂x
+ w(n−1)∂u(n−1)

∂s
, u(n−1)∂(V + v(n−1))

∂x
+ w(n−1)∂v(n−1)

∂s

)
,

(A.4.8)

となる. この繰り返しを, u(n), w(n)と u(n−1), w(n−1)との間に差がなくなるまで行

い, u(n), w(n)を非斉次微分方程式 (A.2.1)–(A.2.3)の解とする.

方程式系 (A.4.1)にたいして,粘着境界条件 (A.3.7)–(A.3.8)を課し, V = x exp(−x2/2),

ε = 0.5という条件のもと, ここで紹介した数値計算法によって解いた結果を図A.2

に示した. 繰り返しが 0回から 10回までは, εを少しづつ大きくしていき, より

滑らかに収束が起こるように工夫をしている. その後繰り返しが 10回から以降

は, ε = 0.5を与えて, 計算している. また, より大きなロスビー数の場合には,

u(n+1) = au(n+1) + (1− a)u(n)と, 重み付き平均を用いて安定に収束した解が得ら

れるような工夫を行ったことも付け加えておく.

A.4-1 すべり境界条件を与えた非線形エクマンパンピングの計算

本論文中では, 下端に与える境界条件として, 粘着境界条件, 一次すべり境界条

件, 二次すべり境界条件の三種類の境界条件を用いた非線形エクマンパンピングを

計算している. このうち, 粘着境界条件を下端境界に適用する方法については, A.3

にて記述したので, 一次すべり境界条件を適用する方法と, 二次すべり境界条件を

適用する方法について紹介する.

まず, 一次すべり境界条件とは,

at s = 0,





∂u

∂s
= Cdu,

∂v

∂s
= Cd(v + V )

(A.4.9)
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図 A.2: 非線形エクマンパンピングによって得られる境界層上端での鉛直速度の繰
り返し回数による収束の様子. 横軸には繰り返し回数 iを, 縦軸には境界層上端での
鉛直速度 w(x,∞)をとった. 実線は x = 0.015におけるパンピング速度を, 破線は
x = 0.5におけるパンピング速度を, 点線は x = 1におけるパンピング速度を意味
する.

である. この条件式を前方差分によって離散化すると,

u1 − u0

δs
= Cdu0, (A.4.10)

−
(

1

δs
+ Cd

)
u0 = − 1

δs
u1, (A.4.11)

u0 =
1

1 + Cd

u1δs (A.4.12)

v1 − v0

δs
= Cd(v0 + V ), (A.4.13)

−
(

1

δs
+ Cd

)
u0 = − 1

δs
v1 + CdV, (A.4.14)

u0 =
1

1 + Cd

u1δs +
CdV δs

1 + Cdδs
(A.4.15)

したがって, Lindzen and Kuoの方法に適用して,

ᾱ0 =
1

1 + Cdδs

(
1 0

0 1

)
, (A.4.16)

β0 =

(
0,

1

1 + Cd

δs

)T

. (A.4.17)
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となる. よって, 全ての ᾱn, βnを求める事ができ, さらに, 残りの境界条件と ᾱn, βn

を用いて, unを計算する事ができる.

続いて二次すべり境界条件とは,

at s = 0,





∂u

∂s
= CduVs,

∂v

∂s
= Cd(v + V )Vs.

(A.4.18)

ただし,

Vs =
√

u2 + (v + V )2. (A.4.19)

この境界条件を用いるために問題となるのは, Vsが非線形であることである. した

がって, Vsを緩和法を用いて一つ前の繰り返し時における u, vから求める. すなわ

ち, i = n回目での計算における Vsを V
(n)
s として,

V (n)
s =

√
(u(n−1))2 − (v(n−1) + V )2 (A.4.20)

として計算を行う. この繰り返しを, u(n), w(n)と u(n−1), w(n−1)との間に差がなく

なるまで行い, u(n), w(n)を下端に二次すべり境界条件を課した非斉次微分方程式

(A.2.1)–(A.2.3)の解とする.
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